Anton HADAR Cornel MARIN
Cristian PETRE Adrian VOICU

METODE NUMERICE

rq

&
v

IN INGINERIE

+qh) “{—-'A 'tn-k) ’(q k)




Prof. dr. ing. ANTON HADAR
Prof. dr. ing. CORNEL MARIN
Conf. dr. ing. CRISTIAN PETRE
As. drd. ing. ADRIAN VOICU

METODE NUMERICE
IN INGINERIE

Politehnica Press

Bucuresti 2004



Descrierea CIP a Bibliotecii Nationale a Romaniei
Hadar, Anton, Metode numerice in inginerie /

269 p; 15 cm - (Universitaria)

I. Marin Cornel

II. Petre Cristian

III. Voicu Adrian

Bibliogr.

ISBN

Recenzia stiintifica:
Prof. dr. ing. Constantin ATANASIU
Prof. dr. ing. Horia GHEORGHIU

Tehnoredactare computerizata

Cornel MARIN







PREFATA

Metode numerice face parte din disciplinele fundamentale de pregatire a
studentilor din domeniul ingineriei, avand ca scop prezentarea principiilor si
relatiilor de calcul matematic numeric care stau astizi la baza costructiei
programelor de calcul profesinale utilizate in prezent de orice inginer
(MATHCAD, MATLAB, MATHEMATICA, ANSYS, NASTRAN, COSMOS,
etc). Aceaste principii §i relatii de calcul se referd in principal la operatiile de
interpolare, derivare si integrare numerica precum si la metodele de rezolvarea a
ecuatiilor, sistemelor de ecuatii sau ecuatiilor diferentiale. Este stiut faptul ca prin
metodele analitice cunoscute nu se pot rezolva orice tipuri de probleme, dar la baza
metodelor numerice stau metode si modele de calcul analitic specifice algebrei si
analizei matematice. Metodele numerice prezentate in continuare au ,,pretentia” de
a fi metode generale de calcul care acoperd o foarte mare gama de probleme
intalnite 1n practica inginereascd, rezultatele numerice obtinute fiind in general
aproximative dar compatibile cu solutia exacta.

Metodele numerice prezentate in lucrare permite rezolvarea unor probleme
celebre care au preocupat pe matematicieni si ingineri de-a lungul timpului, unele
din acestea purtind numele lor. In acest sens amintim pe Isaac Newton (1642-
1727), Leonard Euler (1707-1783), 1.K.G. Gauss (1777-1855), K.G. Jacobi (1804-
1855), B Taylor (1685-1731), J.L. Lagrange (1736-1813), J.J.B. Fourier (1768-
1830) a caror contributie la descoperirea sau dezvoltarea metodelor numerice de
calcul a fost hotératoare.

In ultima perioada metodele numerice s-au dezvoltat foarte mult, in special
datorita progresului tehnicii de calcul, care a permis rezolvarea unui numar din ce
in ce mai mare de ecuatii cu o viteza si precizie foarte ridicatd. De remarcat faptul
ca in ultima perioada, metoda elementelor finite s-a impus ca o metoda particulara
de rezolvare a unor sisteme de ecuatii liniare obtinute prin aplicarea unor principii
variationale de calcul structural, termic, electric, in mecanica fluidelor, etc. care s-a
dezvoltat foarte mult gratie progresului tehnicii de calcul. Metoda elementelor
finite foloseste algoritmi de rezolvare exactid sau aproximativd a sistemelor de
ecuatii liniare care sunt prezentati si in aceastd lucrare: Gauss, Gauss-Jordan,
Choleski, Gauss-Seidel, Jacobi, Newton Raphson, etc.

Cele zece capitole ale lucrarii cuprind:
Metodele aproximative de rezolvare a ecuatiilor algebrice transcendente;
Metode exacte si aproximative de rezolvare a sitemelor de ecuatii liniare;

3. Metode aproximative de rezolvare a sitemelor de ecuatii neliniare;
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Metode de determinare a valorilor si vectorilor proprii ai unei matrice;
Metode ale diferentelor finite;

Metode de interpolare a functiilor;

Metode de derivare;

Metode de integrare numerica;

Metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare;

= 0 % N Lok

0. Metoda deplasarilor.

Lucrarea este destinatd Tn primul rand pregatirii studentilor din primii ani
din cadrul universitatilor tehnice §i presupune cunostinte minime de analiza
matematica, algebrda si geometrie analiticd. Lucrarea poate fi utild n aceeasi
masura si inginerilor, cercetatorilor care folosesc calculul numeric, fiind bine
exemplificata prin rezolvarea unor aplicatii din domeniul ingineriei.

Autorii sperd ca aceastd lucrare sa raspundd nevoilor actuale si accepta
orice sugestie, observatie sau completare care vine din partea utilizatorilor, in
vederea imbunatatirii sau completarii unor viitoare editii.

Bucuresti, martie 2005 Autorii
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1. METODE NUMERICE DE REZOLVARE
A ECUATIILOR ALGEBRICE

In practica inginereasca se intdlnesc adeseori situatii in care este necesari
rezolvarea unor ecuatii algebrice polinomiale sau transcendente cu o singura
variabila, ale caror solutii nu se pot obtine pe cale analiticd, prin metodele
cunoscute 1n algebra. Pentru rezolvarea unor asemenea ecuatii se folosesc metode
numerice de calcul aproximativ care permit calculul radacinilor cu o precizie
suficientd unui calcul ingineresc obisnuit.

Fie o ecuatie algebrica de forma f(x)=0. Conditia necesara si suficientd
pentru ca acesta si aiba o singur solutie in intervalul [q, 5] este ca functia f(x) si
fie continud, strict monotona si si prezinte o schimbare de semn pe intervalul [a, 5],
deci f(x) trebuie sd indeplineasca conditiile:

1. f:la.b]> R si fie o functie Rolle , continua si derivabila in intervalul [a, 5]
cu f'(x)>0sau f'(x)<0;

2. f(a) - f(b)<0 < f(a)<0, f(b)>0 sau f(a)>0, f(b)<O0;
Cele mai utilizate metode numerice aproximative pentru determinarea
solutiilor unei ecuatii algebrice sunt:
metoda injumatatirii intervalului (bisectiei),
metoda coardei (secantei),
metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton- Raphson);
metoda tangentelor de ordinul Il a lui Newton,

DA N~

metoda iterativa pentru ecuatii de forma x=g(x).

Un caz particular de aplicare a metodelor lui Newton il constituie extragerea
radacinii de ordinul £ dintr-un numar pozitiv N .

1.1. Metoda injumatatirii intervalului (bisectiei)

Este cea mai simpld si intuitivda metodd numericid pentru determinarea
radacinii unei ecuatii algebrice de forma f(x)=0, radacina afla in intervalul (a,b).
Conditiile necesare pentru a putea aplica aceastd metoda sunt:

» f(x) sa fie o functie continud, derivabila si strict monotona in intervalul [a, b];

> functia s prezinte o variatie de semn in intervalul [q, 4], adica

fla)-f(b)<0 (1.1
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Metoda se bazeaza pe urmatorul algoritm:

1. se calculeaza valorile functiei f{x) in trei puncte: la capetele intervalului a, b si
la mijlocul distantei: ¢ =(a+b)/2 si se verifica semnele;

. se calculeazd din nou valorile functiei f{x) pentru subintervalul pentru care

functia prezinta variatie de semn in trei puncte: la capetele intervalului respectiv
la mijlocul distantei;

. se repetd algoritmul pand cand se obtine o lungime pentru ultimul subinterval

mai micd decat eroarea ceruta pentru calculul radacinii: € = x,+; - x,

Sunt posibile urmatoarele patru cazuri prezentate in tabelul 1.1:

Tabelul 1.1

Caz @) J(©) fb) Raddcina &
1 - + + Ee(ac)
2 - - + e(cb)
3 + + - Ee(e,b)
4 + - - Ee(a,c)

In figura 1.1 este prezentat graficul unei functii ce corespunde cazului 1 si
apoi cazului 2 prezentate in tabelul 1.1.

A
Y o = a; +b
T2 y=f(x)
x=x
0] \x=b X
a +b
¢ =
2
Fig.1.1
Aplicatia 1.1
Folosind metoda bisectieci sa se afle ridacina ecuatiei algebrice

transcendente: Inx +3x> —4x—1=0, cu o eroare <10~ (cu cinci zecimale exacte),

Rezolvare: Pentru determinarea solutiei ecuatiei date se aplica algoritmul
prezentat mai sus obtindndu-se valorile din tabelul 1.2.
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Tabelul 1.2

n a, Cn b, fla) flc) f(b) Eroarea ¢
1 1 1,5 2 -2 0,155465 3,693 1
2 1 1,25 1,5 -2 -1,089 | 0,155465 0,25
3 1,25 1,375 1,5 -1,089 -0,50967 | 0,155465 0,125
4 1,375 1,4375 1,5 -0,50967 | -0,1878 | 0,155465 | 0,0625
5 1,4375 1,46875 1,5 -0,1878 -0,0189 | 0,155465 | 0,03125
6 | 1,46875 | 1,484375 1,5 -0,0189 0,0676 | 0,155465 | 0,015625
7 | 1,46875 |1,4765625| 1,484375 | -0,0189 |0,0241772| 0,0676 |0,0078125
8 | 1,46875 | 1,472656 | 1,476562 | -0,0189 | 0,002592 | 0,024177 | 0,0039
9 | 1,46875 | 1,470703 | 1,472656 | -0,0189 | -0,00817 | 0,002592 | 0,0019
10 | 1,470703 | 1,471680 | 1,472656 | -0,008169 | -0,00279 | 0,002592 | -0,00097
11 | 1,471680 | 1,472168 | 1,472656 | -0,00279 | -0,0001 | 0,002592 | -0,00098
12 | 1,472168 | 1,472412 | 1,472656 | -0,0001 0,0012 | 0,002592 | 0,000244
13 | 1,472168 | 1,472290 | 1,472412 | -0,0001 0,0005 0,0012 0,00012
14 | 1,472168 | 1,472229 | 1,472290 | -0,0001 0,0002 0,0005 0,00006
15 | 1,472168 | 1,472198 | 1,472229 | -0,0001 0,00007 0,0002 0,00003
16 | 1,472168 | 1,472183 | 1,472198 | -0,0001 | -0,00001 | 0,00007 | 0,000015

Metoda bisectiei este slab convergentd. Solutia aproximativa a ecuatiei
este £&=1,4765625 calculati cu o eroare £ < 10” dupa saisprezece pasi.

1.2.

Metoda coardei (secantei)
Se considera o functie f{x) continud si derivabild pe intervalul [a, b] astfel

incat isi modifica semnul, adica este indeplinitd conditia f(a)- f(b)<0. Fara a
limita generalitatea metodei presupunem ca ecuatia f{x)=0 are o singurd radacina
& e(a,b) cain figura 1.2 (cu f{a) <0 si f(b)>0).

v
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In prima fazi, se poate aproxima ridicina ecuatiei f{x)=0 cu puncul de
intersectie cu axa Ox a dreptei care trece prin punctele A(a, f(a)) si B(b, f(b)) de
ecuatie:

y_f(a) =x—a f(b)_f(a) (1 3)
f(b)-f(a) b-a b-a '
Punctul de intersectie al dreptei cu axa Ox se obtine introducénd conditia

y=01n ecuatia (1.3). Se obtine:
b-a
x =a-f(a)——— (1.4)
1 f(b)=f(a)

Din figura 1.3 rezultd ca noul subinterval al radacinii & este (a, x;)

deoarece f(a)- f(x,)<0. In continuare algoritmul se repeta.

y-f(a)=(x-a)

Presupunem ca ultimul subinterval pentru care functia isi modifica semnul
este (x,.;, x,), adica este Indeplinita conditia: f(x,_, ) f(x,)<0 (1.5)

Tinand seama de relatia (1.4) se poate scrie urmatoarea relatie de recurentd
a metodei coardei sau secantei:

— Yy _ Xn ~Xn-1 1.6
Xt = Xy f(xn)f(Xn)_f(x”_l) ( )

Aplicatia 1.2

Folosind metoda coardei sd se determine radadcina ecuatiei algebrice:
Inx+3x>—4x-1=0, cu o eroare & < 10~ (cu cinci zecimale exacte) stiind ci se
afla in intervalul [1, 2].

Rezolvare

Pentru calculul solutiei ecuatiei se aplicd relatia de recurenta (1.6) care
conduce la obtinerea valorilor din tabelul 1.3.

Tabelul 1.3

Pas Xn-1 Xyt Xy S ) SCr1) S Eroarea &
1 1.000000 | 1.351300 | 2 | -2.000000 | -0.626100 | 3.693147

2 1.351300 | 1.445332 | 2 | -0.626100 | -0.146033 | 3.693147 | 0,09432
3 1.445332 | 1.466431 | 2 | -0.146033 | -0.031635 | 3.693147 | 0,021099
4 1.466431 | 1.470962 | 2 | -0.031635 | -0.006742 | 3.693147 | 0,004531
5 1.470962 | 1.471926 | 2 | -0.006742 | -0.001432 | 3.693147 | 0,000964
6 1.471926 | 1.472131 | 2 | -0.001432 | -0.000304 | 3.693147 | 0,000205
7 1.472131 | 1.472174 | 2 | -0.000304 | -0.000064 | 3.693147 | 0,000043
8 1.472174 | 1.472184 | 2 | -0.000064 | -0.000014 | 3.693147 | 0,000010
9 1.472184 | 1.472186 | 2 | -0.000014 |-0.0000007| 3.693147 | 0,000002
10 | 1.472186 | 1.472188 | 2 | -0.0000007 | 0,00001 | 3.693147 | 0,000002

Metoda coardei este slab convergenta. Solutia aproximativd a ecuatiei
calculati cu o eroare £ = 107 in zece pasi este: &=1,472184.
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1.3. Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton
(Newton-Raphson)

Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton este o metoda ce permite
calculul aproximativ al solutiei unei ecuatii algebrice f{x)=0 cu ajutorul tangentei la
graficul functiei f{x) in punctul x,,.

Se considera functia f{x) care indeplineste urmatoarele conditii: este continua
si derivabild pe intervalul [a, b], 1si schimbd semnul: f(a)-f(b)<0, este strict
monotond (f"(x) >0 sau f’(x) <0) si graficul ei nu admite nici un punct de
inflexiune pe intervalul [a, b]: f”(x)#0. In aceste conditii functia admite o singura
radacina in intervalul [a, b] si se poate aplica metoda tangentelor de ordinul I a lui
Newton. Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f{x) in jurul punctului x=a se
obtine:

f@:ﬂ@+ﬁff@+&;*fmpﬁggﬁw@+“ (17

Retindnd doar primii doi termeni ai acestei dezvoltiri, se obtine ecuatia
unei drepte care reprezintd tangenta la graficul functiei in punctul 4, asa cum
rezulta si din figura 1.3:

n=fla)+(x~a)fa) (1.8)
Daca in ecuatia (1.8) se pune conditia y,=0 , se obtine punctul de
intersectie al tangentei cu axa Ox:

_ f(a) (1.9)

Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) in jurul punctului x=b si
retinerea primilor doi termeni se obtine tangenta la graficul lui f{x) in punctul B,
care intersecteaza axa Ox in piunctul x; (fig. 1.3):

/(b) (1.10)

X, =b—L2L

/'(b)

v
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Tindnd seama de relatiile (1.9) si (1.10) rezultd formula de recurenta a
metodei tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton-Raphson):
f’(xn) (1 1 1)
/x)

Xpl = Xp —

Observatii

1. Alegera puncului de start pentru aplicarea metodei tangentelor este
importantd 1intrucat solutiile corespunzitoare celor n iteratii trebuie sa fie
convergente catre solutia exacta, adica in interiorul intervalului (a, b). Se observa
din figura 1.3 ca valorile x; x; ,... corespunzatoare punctului de start x=>b se afla in
interiorul intervalului in timp ce prima valoare x’;, corespunzitoare punctului de
start x=a se afla in afara lui.

2. Dacé prima derivata a functiei se anuleaza in interiorul intervalului (g,
b), (sau nu este strict pozitiva sau negativda) metoda nu este convergentd asa cum se
poate observa in exemplul din figura 1.4.

A
Yy
B Va(x)
\Jf‘z a
/A
Yi(x) 2 *

Fig.1.4

3. In cazul in care a doua derivati a functiei se anuleazi in interiorul
intervalului (a, b), graficul functiei admite un punct de inflexiune in interiorul
intervalului (a, b) si metoda nu este convergentd asa cum se poate observa in
exemplul din figura 1.4. B

A

y

v

X2 X1 X

yi(x)

Fig.1.5
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Aplicatia 1.3

Folosind metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton sd se determine
ridicina ecuatiei algebrice: Inx+3x®>—-4x—-1=0, cu o eroare £<10” (cu sase
zecimale, ultima fiind rotunjita) stiind ci se afla in intervalul [1, 2].

Rezolvare

Notand f(x)=Inx+3x> —4x—1, atunci derivatele lui f{x) sunt:

f'(x)=l+6x—4 si f”(x):—Lz+6 (1.12)
x x

Se observa ca in intervalul [1, 2] sunt indeplinite conditiile cerute:
f'(x)>0 si f"(x)#0 (1.13)

Pentru determinarea solutiei aproximative se aplica relatia de recurentad
(1.11) luand ca punct de start x=2, obtinandu-se valorile din tabelul 1.4.

Tabelul 1.4
Pas X fx) f'(x,) Xnt1 Jn+1) Eroarea ¢
1. 2 3.693147 8.5 1.565512 0.538649 0,434488
2. 1.565512 | 0.538649 6.031841 1.476211 0.022232 0,089301
3. 1.476211 | 0.022232 | 5.534677 1.472194 4 47E-05 0,004017
4, 1.472194 | 4.47E-05 5.512424 1.472186 1.82E-10 0,000008

Se observa din tabelul 1.4 ca aceasta metoda este rapid convergenta.
Solutia aproximativa a ecuatiei calculata cu sase zecimale exacte este £=1,472184.

1.4. Metoda tangentelor de ordinul IT a lui Newton
Se considera functia f(x) care indeplineste urmatoarele conditii: este continua
si derivabild pe intervalul [a, b], 1si schimba semnul: f(a)- f(b)<0, este strict
monotond (f’(x) >0 sau f’(x) <0) si graficul ei nu admite nici un punct de
inflexiune pe intervalul [a, b]: f”(x)=0. In aceste conditii functia admite o singura
radacina in intervalul [a, b] si se poate aplica metoda tangentelor de ordinul II a Iui
Newton. Prin dezvoltarea (1.7) in serie Taylor a functiei f{x) in jurul punctului x=a
se retin doar primii doi termeni ai acestei dezvoltari, se obtine ecuatia unei parabole
2
X— a)

v= o) 2 (o) B )

Se observa din relatia (1.14) ca functia y(x) trece prin punctul A(a, f(a)) si
are aceeasi derivate cu f(x) in punctul x=a: y'(a)= f'(a) respectiv y"(a)= f"(a):

(1.14)

Punand conditia y =0 in ecuatia (1.14), se obtine ecuatia:
@)+ e+ 2 )] -0

Inlocuind expresia (x-a) din interiorul parantezei drepte cu expresia
obtinuta in cadrul metodei Newton Raphson:

(1.15)
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__JSla)
ra--L00 (1.16)
se obtine ecuatia: fla)+(x- ot){f’(a)—l f(a) f”(a)} =0 (1.17)
2 f'(a)
Solutia ecuatiei (1.17) este datad de relatia:
¥=a- ! (1.18)
f(a) 2-f'(a)

Daca aceatd solutie este in afara intervalului () atunci se schimba punctul
de start al metodei In x=b, ca la metoda tangentelor de ordinul I:

1

x=b- 7 - YEC

f(b) 2-10)

Tinand seama de relatiile (1.18) si (1.19) se deduce relatia de recurenta a
metodei tangentelor de ordinul Il a lui Newton:

1
T T ) )
f(x) 2 fx,)

(1.19)

(1.20)

Aplicatia 1.4

Folosind metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton sa se determine
raddcina ecuatiei algebrice Inx+3x’>—4x—1=0 cu o eroare £<10” (cu sase
zecimale, ultima fiind rotunjita) stiind ci se afla in intervalul [1, 2].

Rezolvare

Pentru a determina radicina ecuatiei f{x)=0 prin metoda tangentelor de
ordinul II a lui Newton se observd cid sunt indeplinite conditiile cerute si tinand
seama de relatia (1.12) se aplica relatia de recurentd (1.20) obtindndu-se valorile
din tabelul 1.5.

Tabelul 1.5
Pas X, S S ) S () X+l Jn+1) Eroarea &
1 2 3.693147 8.5 5.75 1.49066 0.10278
2 1.49066 0.10278 5.614803 5.549969 1.472188 7.93E-06 0.018472
3 1.472188 7.93E-06 5.512387 5.538604 1.472186 0 0.000002

Se observa ca aceasta metoda este rapid convergentd.

. .. -5
S-a calculat solutia ecuatiei cu o eroare <107
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1.5. Metoda iterativa x=g(x)

Fie o functie f(x) continud si derivabild pe intervalul [a, b], strict
monotond, care indeplineste conditia f(a)-f(b)<0. Dacd ecuatia f(x)=0 are o

x=g(x) (1.21)
unde g(x) este o functie continud in intervalul (a,b) .
Daca sirul format cu ajutorul relatiei (1.21) sub forma relatiei de recurenta:
Xn+1=8(Xn) (1.22)
este convergent, atunci limita acestui sir este tocmai radacina ecuatiei f{x)=0
Rlatia (1.22) reprezinta formula de recurentd a metodei x=g(x) .
In figura 1.6 sunt prezentate doud moduri de obtinere grafici a solutiilor
ecuatiei f(x)=e" -5x=0 care corespund metodei x=g(x): in prima reprezentare se
obtin solutiile ecuatiei f{x)=0, iar in a doua solutiile ecuatiei echivalente: x= €'/ 5.

5
4
3
2

N

exp(x)-5x 0

v

x

exp(x) 3

5

o
v

o
(%)
w
~
W

X1 X2
X
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Aplicatia 1.5
Folosind metoda iterativd pentru ecuatii de forma x=g(x) si se giseasca
radicina ecuatiei: 3x* +4x—1=0, cu o eroare <70~ (cu sase zecimale, ultima fiind

Rezolvare
Ecuatia de mai sus se mai scrie sub forma echivalentd x=g(x) astfel:
3xt+dx-1=0 o x(3x'+4)=1 & x=— (1.23)
3x°+4
Relatia de recurenta (1.22) pentru acest caz se scrie astfel:
1
X1 3014 (1.24)
Plecand de la x;=0 si inlocuind 1n (1.24) se obtin valorile din tabelul 1.6.
Tabelul 1.6
Pas X, Xp+1 Eroarea ¢

1 0 0,25 0,25

2 0,25 0,2471 0,0029

3 0,2471 0,2472 0,0001

4 0,2472 0,247199 0,000001
Plecand de la x’;=1 si inlocuind 1n (1.24) se obtin valorile din tabelul 1.7

Tabelul 1.7
Pas X, Xp+1 Eroarea ¢

1 1 0,142857 0,857143

2 0,142857 0,249454 0,106597

3 0,247123 0,247202 0,002252

4 0,247202 0,247199 0,0000027

Se observd ca pentru acest caz metoda este convergenta. O solutie
aproximativa a ecuatiei calculati cu o eroare e<I0” este £=0,247199 .

Aplicatia 1.6

Sa se gaseascd radacina ecuatiei: x
ca se afla in intervalul (7, 2).

_x-1=0 cu o eroare &< 10~ , stiind

Rezolvare

Ecuatia x* — x—1=0 se mai scrie sub forma echivalenti x=g(x) astfel:
xt=x+1l osaw x=%1+x (1.25)

Relatie de recurenta corespunzatoare este:

Xy = Y1+, (1.26)

Plecand de la x;=1 si inlocuind in (1.26) se obtin valorile din tabelul 1.8.
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Tabelul 1.8
Pas X, Xpt] Eroarea ¢

1 1 1,1892

2 1,1892 1,21638 0,02718

3 1,21638 1,220145 0,003765

4 1,220145 1,220660 0,000515

5 1,220660 1,220733 0,000073

6 1,220733 1,220742 0,000009

7 1,220742 1,220744 0,000001

Se observa cd pentru acest caz metoda este slab convergentd. O solutie
aproximativa a ecuatiei calculatd cu o eroare e<107 este: E=1,220744.

1.6. Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton
pentru extragerea radacinii dintr-un numar pozitiv
Radicina de ordinul £ dintr-un numar pozitiv N: x = W este echivalenta
cu solutia ecuatiei: f(x)=x"-N=0 (1.27)
Folosind relatia de recurentd (1.11) de la metoda tangentelor de ordinul I a

lui Newton in care se inlocuieste derivata: f'(x)=hke*"  se obtine urmitoarea
relatie de recurentd pentru calculul radacinii de ordinul & dintr-un numar N:

_ k
:("IZ++N sau xn+1:%{(k—l)xn+xT]\il} (1.28)

n+l
Aplicatia 1.7
Folosind relatia de recurentd (1.28) sa se calculeze s (k=7, N=5) cu o
eroare £<10°.

Rezolvare
Inlocuind k=7 si N=5 in relatia (1.28) se obtine relatia de recurent:
1 5
X, =—|6x, +— 1.29
n+l 7 |: n Xrél :| ( )
Dacé se considerd ca punct de start x;=1 se obtin valorile din tabelul 1.9.
Tabelul 1.9
Pas Xy X1 Eroarea ¢

1 1 1,571428

2 1,571428 1,39437 0,176858

3 1,39437 1,292360 0,102077

4 1,292360 1,261000 0,03136

5 1,261000 1,258514 0,002486

6. 1,258514 1,2584989 0,000015
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Se observa cd metoda este convergenta. Dupa sase pasi se obtine se obtine
valoarea aproximativa a radacinii x=1,258514 cu o eroare <10~

1.7. Metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton
pentru extragerea radacinii dintr-un numar pozitiv

Ca si in cazul precedent radicina x=4N este echivalenti cu solutia

ecuatiei: x* — N =0. Folosind relatia de recurenti (1.20) de la metoda tangentelor
de ordinul IT a lui Newton si inlocuind expresiile primei si celei de a doua derivate
a functiei f(x)=x*-N:

F(x)=k* 7 fr(x)=k(k—-1)x"? (1.30)

se obtine urmaitoarea relatie de recurenta pentru calculul radacinii de
ordinul k dintr-un numar N:

2x (xk —N)
—x, - n 1.31
= G+ (- D (3D
sau: N (k =1k + (k+1)N (132)
' T e+ )k 4 (k- 1)N '

Aplicatia 1.8

Folosind relatia de recurenta (1.28) sa se calculeze /5 cu o eroare e</0”.

Rezolvare
Inlocuind k=7 si N=5 in relatia (1.28) se obtine relatia de recurent:
3x, +20
Xy =X, ——— 1.33
n+l n 4x; 415 ( )

Daca se considera ca punct de start x;,=/ se obtin valorile din tabelul 1.10.
Tabelul 1.10

Pas X, Xptl Eroarea
1 1 1,210526
2 1,210526 1,258205 0,047679
3 1,258205 1,2584989 0,0002939
4 1,2584989 1,2584989 0

Se observa ca metoda este rapid convergentd. Dupa patru pasi se obtine o
valoarea aproximativa a radacinii cu o eroare de <1 07: x=1,2584989.



2. METODE NUMERICE DE REZOLVARE
A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Sistemele de ecuatii liniare este unul dintre domeniile matematicii in care
metodele numerice si utilizarea calculatorului si-au dovedit din plin utilitatea. La
rezolvarea unor sisteme liniare de ecuatii (cum ar fi cele care apar la metoda
elementelor finite) se folosesc diferite metode care au ca scop reducerea numarului
de operatii elementare in raport cu cele corespunzitoare metodei clasice de
rezolvare folosind regula lui Cramer, adicd reducerea numarului de date din
memoria calculatorului, scurtarea timpului efectiv de calcul si nu in ultimul rand
reducerea erorilor de calcul. Metodele folosite in prezent pentru rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare sunt de doua feluri:

a. Metode de eliminare (Gauss, Gauss-Jordan, Choleski, etc);

b. Metode iterative (Gauss-Seidel, Jacobi, etc)

2.1. Metoda eliminarii succesive Gauss

Metoda Gauss constd in eliminarea succesivd a necunoscutelor din
ecuatiile sistemului printr-un algoritm destul de simplu, in final obtinandu-se un
numar de operatii mult mai redus decat in cazul in care se foloseste regula lui
Cramer (unde calculul determinantilor implicd un numar foarte mare de operatii).
Se considera sistemul liniar de » ecuatii cu » necunoscute :

ap X+ apx, +apix; + ...+ a,x, =b
Ay X) + Ay Xy + Ap3Xy + ...+ Ay, X, = by
A3 X) + A3 Xy + Ay3X3 +.o. + A3, X, = by (2.1)

A X) + AypXy + Ay3X3 + ..+ a,,x, =b,

Sistemul (2.1) se mai poate scrie sub forma matriceala astfel:
[4] {X}= {B} 2.2)
unde: [A] reprezintd matricea coeficientilor necunoscutelor sistemului, o matrice
patratica nesingulara (det [4] #0), avand elementele a;, i, j=1,2, ... n;

{X}=1{x, x, x3 ...x, }' matricea coloani a necunoscutelor ;

{B}=1{b, b, by ..., |’ matricea coloana a termenilor liberi.
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Prin metoda Gauss se urmareste obtinerea de termeni nuli in matricea
sistemului [4], prin anumite operatii elementare efectuate simultan asupra liniilor
matricelor [A4] si {B} si anume intre linia de pivotare si liniile situate sub aceasta
linie, 1n final obtindndu-se o matrice de forma:

B 1) 1 ]
1 al(2 a1(3) aln)
0 1 a? .. al¥
[4]”=l0 o 1 . &Y (2.3)

0 0 0o o0 1

Metoda Gauss consta dintr-un algoritm format din » pasi:

Pasul 1: Se elimind necunoscuta x; din ecuatiile 2, 3, ..., n ale sistemului
(2.1) adica se anuleaza primele elemente ale liniilor 2, 3, ..., n din matricea [A4].
Presupunénd cd a;; #0, linia 1 se numeste /inie de pivotare. Se cauta ca valoarea
absolutd a primului element al liniei de pivotare s fie cat mai mare. In cazul in
care a;;= 0 sau are o valoare absoluta foarte mica, se schimba pozitia liniei / cu
cea corespunzatoare liniei i avand valoarea absolutd a primului element a;; cea
mai mare. Se Tmpart elementele linieu / a matricelor [4] si {B} la a;; obtindndu-se:

T S (2.4)

1/ ,
ay ay

Se scad liniile i situate sub linia de pivotare din linia / multiplicd cu
primele elementele ale acestor linii: a,,, i=2,3,...,n obtindndu-se:

a4y

ai bl‘
a; a; a. b.
af/ =0; aff) = V=20 2.4
11 11

Dupa primul pas se obtine sistemul echivalent de ecuatii:

X +a1(21)x2 +al(;)x3 +..+ al(,i)xn =b1(1)
1) (1 D, _ (1
agz X, +az3)x3 +..+ agn)xn =0 )
alyx, +atlxy +..+allx, =bV 2.5

(1) (1) 1 _ (1
Ay Xy + a7 Xy +.+ a,(m)xn =b, )

Pasul 2: Linia I nu se modificd. Se procedeaza analog ca la pasul 1 cu
ecuatiile 2, 3, ..., n anuland primele doud elemente ale liniilor 3,4,, .., n din
matricea [A4]. Presupunand cd a”,, # 0 , linia a doua este linie de pivotare. Se

imparte linia 2 la coeficientul lui a{) si se scad liniile i situate sub noua linie de
pivotare din linia 2 multiplica cu primele elementele ale acestor linii obtindndu-se:
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(1) (1)
al; b
(2) _"2j C_ . (2) _ 4
ai ==y j=2,..n, by =—77 (2.6)
ay an
(1) (1)
ay, ay; agé) bgl)
(1) (1) (1) (1)
a' a.. ¢ b!
2 2 i2 i 2 2 .. )
> af(z) =0; ai(j ) = B! ):%, ij>3 (2.6°)
az L))

Dupa cel de al doilea pas se obtine sistemul echivalent de ecuatii:

X +alyx, +alyxy + ..+ afx, = bV

X, +ag§)x3 +..+alx, = bl

adlZxy + .+ al¥x, =blY 2.7

(2) (2), _3(2)
a3’ x3 +...+ay’x, =b,

Procedeul se repetd pentru celelalte linii de pivotare 3,4,5,...,n , astfel Incat
dupa n pasi se ajunge la sistemul echivalent de ecuatii:

X +a1(21)x2 +a1(31)x3 + + al(,ll)xn :bl(l)
X, + ag)x3 + + agﬁ)xn = b
(2.8)
Xpy a;(ll_,lz)xn ="

xl‘l = b;n)

Necunoscutele x;, x, ..x, se determind prin substitutie, pornind de la
ultima ecuatie si apoi succesiv pana la prima ecuatie obtinanduse:

x, =bl";

_p(n) _ 1)
xn—l _bnfl an—l,n xn’

2.9)

n
_ (1) (1)
x; =b _Zalk " Xp
k=2
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Aplicatia 2.1
Folosind metoda Gauss sa se rezolve sistemul de ecuatii:
(2.10)

X +2x, =x34+x, =3
2x; 4+ 6xy —x3+2x, =8
X, +3xy +x3—2x, =1
X=Xy —X3 =Xy =—2
Matricea sistemului [4] si maricea coloand a termenilor liberi [B] se scriu:
-1 1 3
-1 2 8
; Bj= 2.11
Lof Bl=y (2.11)
-1 -1 -2

1 2
2 6
A =
ll=|]
1 -1
Pasul 1: Coeficientii se determind cu ajutorul relatiilor (2.4) si (2.4°).
(2.12)

Dupa pasul 1 se obtine sistemul de ecuatii:
X +2x, —=x3+x, =3
2xy + x5 =2
Xy +2xy=3x, =2
-3x, —2x,=-5
rmind cu ajutorul

Pasul 2: Ecuatia 1 nu se modifica. Coeficientii se dete

relatiilor (2.6) si (2.6”). Dupa pasul 2 se obtine sistemul de ecuatii
=3
(2.13)

X+ 2x) —x3 +xy
X, +0,5x3 =1
15x3 —3x, =-3

L5x; —2x4 =2

Pasul 3: Ecuatiile 1 si 2 nu se modifica.

Dupa pasul 3 se obtine sistemul de ecuatii
X +2x) —x3+x, =3
Xy +0,5x; =1
(2.14)
X;—2x4 =2

=1

X4

Solutia acestui sistem se obtine imediat prin retrosubstitutie (incepand cu
(2.15)

ultima ecuatie a sistemului de ecuatii §i incheind cu prima):
.X4 :1,' X3 :0,' X2 :1,' xl :0.
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2.2. Metoda Gauss in cazul sistemelor de ecuatii liniare
cu matrice banda si simetrica

Daca matricea patratica [4] a sistemului de ecuatii (2.1.1) are coeficientii
simetrici fatd de prima diagonala, adAicéz ag=a; i#, i,j=1,2, 3 .., n spunem
cd aceasta este o matrice simetrica. In plus, cand coeficientiia;, i, j =1, 2, 3, ..., n,
situati de o parte si cealalta fatd de prima diagonald a matricei patratice [4] iau
valori nenule (sau nu toate nule), adicd a;#0 pentru:

i= max(l, k=1 gpona + 1), min(n, k+1pmma — 1)
j= max(l, k—1puma + 1), min(n, k+1pma — 1)

unde:  lpaa€ {1, 2, 3, ..., n} este latimea de semibanda, k=1, 2, 3, ..., n,

iar toate celelalte valori ale coeficientilor a; sunt nule, atunci spunem ca matricea
patratica [4] este o matrice banda si simetrica.

Fie matricea banda si simetrica:

3250 0 0 0]

2178 0 0 0

5723 2 0 0
[4]=l0 8 3 5 0 6 0 (2.16)
0020 9 -7 1

0006 -7 2 8

0000 1 8 2]

Se extrage din matricea [4] matricea dreptunghiulard [S] corespunzatoare
unei semibande a matricei [4] care are latimea [,y =3:

(3 2 5
1 7 8
2 3 2
[s]=|5 o0 6 (2.17)
9 -7 1
2 8 0
2 0 0

Daca dimensiunile matricei [4] sunt foarte mari, metoda Gauss poate fi
imbunatatita pentru cazurile particulare de matrice prezentate mai sus astfel:

» pentru matricea simetricd [A],., este suficientd retinerea unui numar de valori:

N:1+2+3+4+...+n:@ (2.18)

» pentru matricea [A],., bandd si simetrica avand latimea de semibanda /., este
suficienta retinerea unui numar de valori:  N'= nx 4 (2.19)
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Acest lucru se justifica astfel: In cazul matricelor banda si simetrice,
folosind metoda Gauss, la pasul 1 sunt necesare numai primele [, ecuatii
(deoarece coeficientii lui x; corespunzatori liniilor /,,,4t1, ..., n, sunt deja nuli).
Pentru ceilalti » pasi sunt necesare de asemenea doar primele /,,,, ecuatii. in
consecintd, pentru fiecare pas este suficientd retinerea unui numir de Prand
elemente din matricea banda [S] si a unui numar de /,,,, elemente din matricea [B],
numirul de total de elemente se reduce astfel de la: n°+n la 12, +1,,,, -

De exemplu, pentru o matrice banda si simetrica [A],.,, n=1000, avand
latimea de semibanda: /,,,;/~50, sunt necesare:

> prin metoda elimindrii a lui Gauss obisnuitd : n* + 7 =1001000 valori;
> prin metoda elimindrii a lui Gauss imbunétatita /7, +1,,,, = 2550 valori.

Rezulta in acest caz o reducere a numarului total de elemente :
Ee 1001000 — 2550 —99.74% (2.20)

1001000

Aplicatia 2.2

Folosind metoda Gauss imbundtatitd pentru sisteme cu matrice banda si
simetricd sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare:

X, +2x, +3x3 =14
2x1+2x2+X3+3X4 :21
3x+xy +2x3+x,+3x5 =30 (2.21)

3x, +x3+4x, +2x5 =35
3x3+2x, +5x5 =42

Matricea sistemului [4] este o matrice banda si simetrica avand /,,,,=3:

12300 14
22130 21

[4]=3 1 2 1 3|[B]={30 (2.22)
03 1 42 35
00325 42

In calcule se va folosi matricea dreptunghiulara corespunzitoare lui [A]:

rmmmm -

12 3

51|21

13
13 (2.23)
42 0
0 0

Aplicand algoritmul de eliminare al metodei Gauss si tinand seama de
faptul ca matricea [A] este simetricd, iar in matricea [S] toate elementele situate pe
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linia i au fost permutate la stanga cu i-/ unitati, se calculeaza elementele matricelor
[STsi {B} cu ajutorul urmatoarelor relatii:

Pasul 1: Se afld noii coeficienti ai matricei dreptunghiulare [S] si matricei
coloana {B} folosind relatiile:

Sy b
Sl(/l) =i, j :1’2"“’lband" bl(l) =_1
S11 S11
S11 81,41 s by
S S . .
Si(/'l) _ra il bi(u _ISin b; ’ (2.24)
S11 S1
i=23, g j=123 ol —i+]
Inlocuind se obtin rezultatele:
ST TR PRV VOO WU o . T S
sy sy 1 s 1 s 1
1 2 ‘1 3‘ ‘1 14‘
2 2 2 1 2 21
=B Bl By
2.25
3 ‘1 14‘ (225)
3 2 3 30
sgy=EFa a =B S,
Dupa pasul 1 se obtin matricele:
(1 2 3] 14
-2 -5 3 -7
G ST I L . 2.26)
4200 35
5 0] 42

Pasul 2: Coeficientii matricelor [S] si {B} se afla folosind relatiile:

(1) )
sh b
2 2 . ' 5 (
SV =2 1 DY =
§ s
2 21
(1) (1) 1 |
S21 S2,i+j—2 sgl) bg )
() (1 (1) (1)
S2’._1 S 6, b
si(jz) S e bi(z) _Pam % @227
0V (1)
521 $21
i (0 v )
(2)_S21 __2_ . (2)_S22) __5_2 . (2)_S23 _ 3 B 15 b(z)_bz __7_35.
20 T T AT Sy Ty T LT sy =—r=——=-15 B = S=— =35
S() -2 S() -2 S() -2 S( _
21 o1 (L 21
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-2 -5 -2 3 -2 —2‘
-5 -7 -5 1 -5 -1
s = =5 sl = =65 BV = =5
- R B (2.28)
-2 1 rz —1
3 4 3 35
siy =t——=85 b =1——"1=245;
-2 -2
Dupa pasul 2 se obtin matricele:
12 3] 14
I 25 -15 35
[s]* =|s5=65"3 si {Bf* =155 (2.29)
85 2.0 24,5
5.0 0 | 42
Pasul 3: Coeficientii matricelor [S] si{B}se afla folosind relatiile:
(2) (2)
3 S35 . 35 b
sgj) :(—12), J=12, i bg ):%
S31 S31
2 2
Sgl) Sg,iij—S
(2) 2
S(3) _ S3,1’—2 szg‘ /
G R
Sgl)
2 2
o
(2) (2)
53, b
p(V =2 o4 2 (2.30)
(%)
31
j = 1,2,3, ""lband _l+3

Inlocuind, se obtine:

2 2) 2 2
S 55y S 65 1B gy s 3 6 .y MY S5
317 ) T P32 T )T - ’ P33 T ) T T 3T 2) s

sY 55 Y5511 S 55 11 s 55
55 —6,5‘ ‘5,5 j ‘5,5 5,5‘
Sg):_—é,s 85| 9 Sg):—as _6l, b§2)=_6’5 249 _,,
55 11 55 11 55 2.31)

55 3‘ ‘5,5 s,j

35 3 4
s =2 AT e [0 89 5

55 11 55

Dupa pasul 3 se obtin matricele:
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1 2 3
125 -15 14
R ER ] 35
[S](a) . 1L 11| g {B}(3) =41 (2.32)
A 31
1 1L
379 o 39
11 .
Pasul 4: Coeficientii matricelor [S] si {B} se afla astfel:
(3) (3)
sS4 b
(4) _ °4j . . (4) _ 74
4 —'(3): ]_1’2 """ lband’ b4 _(_3)
541 Sa1
3 3
Sz(u) Sé(t,iij—4
(3) (3)
S(4) __S4,i—3 Sij
i 3 ’
Sz(u)
3 3
si/ 0y
(3)  1(3)
Sgis b .
bi(4) :-(—3), l:5, ""lband +3,' (233)
S41
=123y, —i+4
(3) 2 3) ol (3
GO S 1y Se 11 6l e BT 31341
41 T 3) T - 32 7 13) “a’ 3 T 3y -
54(11) 9 S41) 29 sf”) o9
11 11 11
9 6l S
11 11 11
ol 37 KL
4)_ |11 11| _ 308 4) _ |11 1540
e
11 11
Se obtin noile matrice:
1 2 3 14
1 25 -15
RERN 3;5
[s]* = 6111 I si {BfY =1 34 (2.35)
L= 0 9
308 _1540
0 ?
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Pasul 5: Se afla coeficientii matricelor [S] si {B} folosind relatiile:

S(4) b (4)
gﬁ)_ 5j ]:12 lb e b(5)
sLyenny and
T s (2.36)

(5) _1- (5) _
s51” =1, by =5

Dupa pasul 5 se obtin matricele:

1 2 3 14

1 25 -15 35
13 6 ’

[S](S):l -—— i [B]Y =41 (2.37)

1111 § 341 .
61 Eadl

1 — 0 9
9 5

10 0 |

In general, pentru determinarea coeficientilor matricelor [S] si {B} la pasul

k, se folosesc relatiile:

(k-1) (k-1)
K by
(k) _ "k P . (k) _
Skj (k TR ] _112""’lband’ b (k iy
Skl
(k-1) (k-1)
Sk Sk.i+j—k
(k-1) (k-1)
(k) _ Sk,i—k+1 Sz/
Sij (k-1) ’
Sa1
(k-1) (k-1)
Skl by
il
(k) I—K+ . .
bi S(k ) ) l_k+2"“’lba}’ld +k_l, (2.38)
k1

j = 1,2,3, “"lband - l + k
Solutiile se obtin prin substitutie, incepand cu ultima necunoscuta x, si
incheind cu prima, folosind relatiile:

X, :b(n).

(n-1) _ ((n-1)
X, =by Su-1,2 " Xn

(2.39)

Imnd

5 =4 = S o

Inlocuind valorile date de relatiile (2.37) se obtine solutia sistemului:
(2.40)

Xs =5 x4=4; x3=3; x, =2; x; =1
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2.3. Metoda eliminarii succesive Gauss - Jordan

Este o metodd de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare similara cu
metoda Gauss in care prin anumite sau combinatii liniare efectuate intre liniile
matricei [4] si {B} se obtin elemente nule pentru toate liniile matricei [4] cu
exceptia celor situate pe diagonala principala care au valoarea 1. Prin metoda
Gauss-Jordan se transforma matricea [4] in matricea unitate [/], iar matricea
coloani {B} devine matricea solutiilor sistemului de ecuatii. Intr-adevar daca
inmultim la stanga relatia (2.4) cu matricea [4]" este demonstratd aceastd afirmatie:

[ [afx}=[4]"{B} = {x}=[4]"{B} (2.41)
Fatd de metoda Gauss, la metoda Gauss-Jordan numarul de operatii creste

in prima faza, dar se reduce 1n faza de substitutie, deoarece necunoscutele se obtin
direct fiind elementele matricei {B}. Se considera sistemul de ecuatii liniare:

a; X, +apx, + apx; + ..+ a,x, =b
Ay X) + Ay Xy + Ap3Xy + ...+ Ay, X, = by
A3 X) + Ay Xy + Ay3X3 +.o + A3, X, = by (2.42)
A X) + AypXy + Ay3Xy + ..+ a,,x, =b,
Metoda Gauss-Jordan foloseste urmatorul algoritm:
Pasul 1: Linia [ este linie de pivotare iar coeficientul a;; #0 este pivot:
» se Impart elementele liniei / la coeficientul a,; obtinandu-se:

b

a, -
af/ ==L, j=12..m bV ="1 (2.43)
ap an
.. .. o a; . . ..
> se scade linia / multiplicatd cu —, i=2,3,...,n, respectiv din ecuatiile 2, 3,
ap

4, ... n, obtinandu-se noile elemente:
a4y
a; 4

all) =0; a[(jl) _ il
ay ay

l

a | bl‘

ay b

Dupa pasul 1 se obtine sistemul de ecuatii:

X +a1(21)x2 —i—c11(31))c3 +..+ al(i)xn :bl(l)
aglz)xz +a£;)x3 +..+ agll)xn =b2(1)
agé)xz +a§é)x3 +..+ agi)xn = bgl) (2.45)

1) (1 V. _ (1
agz X5 +an3)x3 +..+ afm)xn —b,(, )
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Pasul 2: Linia 2 este noua linie de pivitare, iar coeficientul a;, este pivot

atat pentru linia / cit si pentru liniile 3,4,5,...n.

> se Tmparte ecuatia 2 la coeficientul ay, si se elimind necunoscuta x, din
ecuatiile /, 3, 4, ... n, calculandu-se noii coeficienti cu ajutorul relatiilor:

(1) (1)
a, ; b
‘. (2) _"2j s . (2) _ 4
i=2. 2 = j=2,...,n, b~ = D
an any
(1 (1)
alz) a; al(é) bl(l)
(1) (1) (1) b(l)
7. (2) 1. (2 _q. (2 __ 122 2 v _ 92 % .
i=1. a;’ =1 a;,” =0; ay; == b ——T,jZ3
a a
22 22
i
(1) (1) (1) (1)
a' a'. a! b!
- Co(2) _ (2) _ (2) _1"2 i m _ M2 " ;
i=3,4,.,.n: a;’ =a;’ =0, L TR b; —T’JZ3
ay ax

Dupa pasul al doilea se obtine sistemul de ecuatii:

(2) (2),. _1(2)
X+ ayy X3 +..+a)’x, =b

Xy +ag§)x3 +..+ agfl)xn =b§2)

s+t aVx, = b

2 2 2
a,(z3)x3 +..+ azn)xn =bn( )

La pasii 3, 4, 5, ..., n se procedeaza in mod analog.
In final rezulta sistemul de ecuatii:
X = bl( ")
Xy ="

:b3(11)

x, =b("

n n

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Se observa cd prin metoda Gauss Jordan elementele obtinute pentru

matricea {B} sunt tocmai solutiile sistemului de ecuatii.
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Aplicatia 2.3
Folosind metoda Gauss-Jordan sa se rezolve sistemul de ecuatii:
X +2xy +x3+x, =12
2X + Xy =Xy — x4 =3
1 2 3 4 (25 1)
3% =X, + X3+ x4, =8

4x; +x, —x3 +3x, =15

Matricea sistemului [4] si matricea coloana a termenilor liberi {B} sunt:

I 2 1 1 12
2 1 -1 -1 -3

M= -, F B (2.52)
4 1 -1 3 15

Pasul 1: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor (2.1.43), (2.1.44):

aff) =M =1; fy = M2 =2, afé)— —1, AV =GPy (253
! ol ay ay
21 -1 2 3
L O e T -
1 1 1 1
3 — 1 3 8
=0 iy <E e ay By Bl B R g
1 1 1 1
‘1 2‘ ‘1 1‘ ‘1 1‘ ‘1 1j
4 1 4 -1 4 3 4 1
aY =0; afy =—=-7; afy =—"=-5 =" =1 bgl):_l =-33
Dupa primul pas, matricea sistemului [4] si matricea coloand {B} devin:
1 2 1 1 12
0o -3 -1 -3 -21
Al = ;o {B)V= 2.54
V=1, 5, o B (2.54)
0o -7 -5 -1 -33

Pasul 2: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor (2.1.46):

2 1‘J ‘2 13‘ ‘2 12l
-3 b @_ I3~ -1 p¥ = -3 -2 -

o =1 a? =0; o —- LT - -
13 3 3 M 3 1 3
(L) (1) (1)
a a 1 a b
) =0; aly ==Z-=1; alf ==B=—; Gl =21 B =2-=7;(2.55)
(1) a(l) 3 a(l) (1)
22 22 22
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Dupa al doilea pas, matricea sistemului [4] si matricea coloana {B} devin:

1 0 l -1
3 )
Lo |o1 % 1 17
[4] = 1 I B} = . (2.56)
0 0 g 5
3 16
0 0 —— 6
L 3 i

Pasul 3: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor:

1/3 -1 1/3 -2
1/3 5 1/3 21
E-_lo p¥V=-L= 1
1/3 1/3

1/3 1 1/3 7‘
1/3 5 -8/3 21
P do g pfy =L = 1=
1/3 1/3

=1 ) =af) =0l =

=23
(2.57)

3 3 3 3
agl) =0; agz) =1 ag3) =0; ag4) =-

el a2
P E) I Y W ¢ Y, R R € VL. !
31 32 ’ 33 a(z) ’

33

3)_ b§Y
W === by =5
a3

=63,
2) g
a§3

‘ 1/3 5‘ ‘ 1/3 21‘
-8/3 6 -8/3 16
3 3 3 3 3
afu) =af‘2) :afu) =0, afm) :—1/3 =46; bg ) =—1/3 =184
Dupa al treilea pas, matricea sistemului [A4] si matricea coloana {B} devin:
1 0 0 -6 -23
01 0 -4 -14
Al = ; BY* = 2.58
[ ] 0 01 15 { } 63 ( )
0 0 0 46 184
Pasul 4: Coeficientii se determina cu ajutorul relatiilor :
-6 -23
46 184
46
-4 -14
46 184
46
15 63
46 184
46

(4) _1.
ay =

(4) _ (4) _ _(4) _ . (4) _
Joap =ay =ay =0, by =

(2.59)

(4) _ 0. (4) _1. ,(4) _ (4) _(. (4) _
ay” =07 ay’ =1 ay’ =ay’ =0; by =

(4) _ () _. ,(4) 1. (4 _0. 4) _
ayy/ =aly =0; afy =1; afy/ =0, b{Y =~

(4) _ (4) _ (4) _ . (4) _q. o4 _ 184
ay’ =ay =ayz’ =07 ay’ =1 by =——=4

46
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Dupa acest pas, matricea sistemului [4] si matricea coloana {B} devin:

1 000 1
0100 2
A(4): . B(4): 2
e N I (2.60)
0001 4

S-au obtinut pentru elementele matricei coloand {B} chiar solutiile
sistemului (2.51):

XJ:], X2:2, X3:3, X4:4. (261)

2.4. Metoda eliminarii Choleski

Este o metodd de eliminare cu un specific mai aparte, care permite
rezolvarea ecuatiei matriceale (2.2): [4[{X}={B} prin descompunerea matricei

patratice [A4] intr-un produs de doud matrice triunghiulare [L] si [S]:
[4]=[L]s] (2.62)

Forma generala a matricei patrate [4] este:

app 4 413 - Qg
ayy Ay dyz ... dyy
[A] =43 4z dzz . 4y (2.63)
_anl Ay Apz - Ay i

Matricea triunghiulard inferioara [L] si matricea triunghiulara superioara
[S] au expresiile generale:

(4, 0 0 .. 0

Losiy 53 0 sy,
lyy L, O 0 0 1 55 .. 8,
I e o0 0 .. 1]

Elementele matricelor [L] si [S] se determinad din ecuatiila matriceala (2.62)
care se scrie pe coloane astfel:

ay =hy, ay =1y, a3 =hLy, ., ay =1y,

ap =S, Ay =hsy+ly, ap =lhys;y +lsy, o @y =lysp s (2.65)
a3 =183, Ao =1y1813 +ppS03, A3y =l3y813+ 13803 + 3, oy Ay = 1S3+ pS03 41,50
aln :lllsln’ a2n ZZZISln +122S2ny e ann :lnlsln +l)12s2n +"'+ln,n—lsn—l,n +lnn;

Din ecuatiile (2.65) rezulta urmatoarele relatii generale de recurenta pentru
calculul elementelor matricelor [L] si [S] :
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J-1
lij =aij—Zlimsmj, i>j
m=1
J-l (2.66)
a; — Zlimsmj
s; =1 S5 = ’”;1 i<j;

ii
Elemente matricelor [L] si [S] se calculeaza in urmatoarea succesiune:

lilyslj’ li, S2j li3, S35, e lin-t1 Sp-1j> Lyn- (2.67)

Ca urmare a scrierii matricei sub forma: [4]=[L]S], ecuatia matriceald
(2.2) a sistemului devine:

[L]s)ixi=18}  sau [L}ia}=1B) (2.68)
unde {A}=[S]x} este 0 matrice coloani ale cirei elemente A;se determina

prin substitutie astfel:
Iy =b
I+ 1A, =b,

/

nl

L+l +. + 1,4, =b,

nn“"n

Rezulta urmatoarele expresii pentru elementele 4;:
1

1
A =—Db; 4 :—(bz —111/11)
Iy by

..................................................... (2.70)
ﬂ“n :%(bn _lnlﬂ“l _anAQ _“'_Znnln)'

Necunoscutele x, se determina din ecuatia matriceald {A}=[S]x} :
X+ 819Xy +813X3 + oo +81,X, =4
x2 +Sz3X3 + ... +Szn.xn = ﬂz
@.71)
Xpp 8 = ﬂ‘n—l

x, =4,

nfl,nxn

Necunocutele x; se determind din sistemul (2.71) prin substitutie incepand
cu ultima ecuatie. Rezulta urmatoarele expresii:
x,=4,,
Xp1 = ﬂ'n—l ~Su1n¥n

(2.72)

Xp = Ay = S1pXy = S13% = S, X,
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Aplicatia 2.4

Folosind metoda Choleski s se rezolve sistemul de ecuatii:
2x; —3x, +4x; =9
X =2xXy+ Xy =2 (2.73)
X +3x,+xy; =7

Matricele [A4] si {B} corespunzatoare sistemului (2.73) sunt:

2 -3 4 9
[4]=l1 -2 1| {B}=12 (2.74)
13 1 7

Pentru a determina elementele celor doud matrice triunghiulare [L] si [S] se
procedeaza astfel:
» se determind mai intdi elementele din prima coloand a matricei [L] si
elementele din prima linie a matricei [S] , conform relatiilor (2.65):
h=an=2 bLhy=ay=L Lj=a3=1

(2.75)

V) . _ _
S12:_:_0.5, S13 —Z——Z
11 11

» se determind apoi elemente /), s,, , I;3, s;,, conform relatiilor (2.66):
1
Iy =ay - lemsmz =dy —lys, =05
=l (2.76)

1
Ly =ay — ZISmSmZ =ay 38, =45
m=l1

1
ar3 — zlzmsm
m=1

Sy3 = _ 423 — s -2 (2.77)
Iy Iy
2
by =az; = Zl3msm3 = a3y =383 =135y = =10 (2.78)
m=1
Matricele triunghiulare [L] si [S] sunt:
2 0 0 1 -15 2
[L]=|1 -05 o | [s]=|]o 1 2 (2.79)
1 45 -10 0o 0 1

Conform relatiilor (2.70) se determind prin substitutie elementele matricei
intermediare {A} din sistemul de ecuatii:
24 =9 Al (45
A +450, —104; =7 s
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Conform relatiilor (2.71) se determina prin substitutie elementele matricei
necunoscutelor {X} din sistemul de ecuatii::

X —15x, +2x3 =45 X 2
X;=2 X3 2

2.5. Metoda iterativa Jacobi

In afard de metodele exacte Gauss si Gauss Jordan se folosesc si metode
iterative aproximative de rezolvare a sistemelor de ecuatii . Aceste metode prezinta
unele avantaje si dezavantaje. Daca pentru rezolvarea unui sistem folosind metoda
Gauss, numarul minim de operatii necesar pentru determinarea solutiilor este
N =n*+n?/2 , numirul de operatii necesar pentru determinarea solutiilor folosind
metodele iterative este mai mic decét In cazul metodei Gauss, dar apar erori de
calcul ale solutiei. Dacd aceste erori se reduc cu fiecare iteratie spunem cd metoda
iterativd este convergentd. Metodele iterative permit si rezolvarea sistemelor
neliniare de ecuatii. Fie sistemul de ecuatii scris matriceal sub forma:

[a}x}=1{B} (2.82)

Metoda iterativa Jacobi se bazeaza pe exprimarea fiecirei necunoscute Xx;
in functie de celelalte necunoscute parcurgand urmatorul algoritm:

1. se transforma matricea sistemului [4], prin schimbarea pozitiei ecuatiilor din
ansamblul sistemului, astfel Tncat pe diagonala principald si se gaseasca
elementele avand cele mai mari valori absolute. Pentru noua matrice se
calculeazd dominanta pe linii, adica raportul dintre valoarea absoluta a
elementului aflat pe diagonala principald si suma valorilor absolute ale
celorlalte elemente aflate pe aceeasi linie, sau dominanta pe coloane, adica
raportul dintre valoarea absoluta a elementului aflat pe diagonala principala si
suma valorilor absolute ale celorlalte elemente aflate pe aceeasi coloana.

2. se exprimd necunoscutele x; in functie de celelalte necunoscute x; folosind
ecuatia i a sisemului (2.82):

Xy + Xy o QX QX+t A, = b, (2.83)

si rezultd relatiile de calcul ale lui x;:

1 n
x;=—| b —Zaijxj , a;#0, i=12,..,n (2.84)
aji j=1
J#
3. wvalorile initiale ale necunoscutelor notate cu x§0) (j=1,2,3, ..., n, j#i) se aleg

arbitrar iar valorile corespunzatoare iteratiilor k=1, 2, 3, ... se calculeaza tinand
seama de (2.84) folosind relatiile de recurenta:
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1 < _ i=12,..,n

(k) _ (k-1)

X =—1bh. = a.x'. . a; #0, 2.85
A ,Z:1 i i {k:1,2,3,... (2.85)

113
J#i

Metoda Jacobi este convergentd, daca sunt indeplinite urméatoarele conditii:

a) dominanta matricii [4] pe linii sé fie supraunitard, adica:
n
1

j=
J#i

aij|<|aii| , i=12,...n (2.85)

b) dominanta matricii [4] pe coloane sa fie supraunitara, adica:

n

2

i=1
i#j

a

l-j|<|aj/|, j=12,..,n (2.86)

¢) suma pdtratelor rapoartelor dintre termenii a;; (i#) si elementul corespunzator
aflat pe diagonala principala a; sa fie subunitar:

2
Zil o i=12,...n 2.87
> , 2, (2.87)
A\ i

J#

Aplicatia 2.5
Si se rezolve (cu o precizie de /0™) prin metoda Jacobi sistemul liniar de
ecuatii:
3x,+8xy + x3=-3
16x, —2x, +3 x;=24 (2.88)
X=Xy +5 x3=12
Rezolvare

Pentru a fi indeplinite conditia de convergenta (2.85) 1n sistemul de ecuatii
(2.88) se inverseaza prima ecuatie cu cea de-a doua obtindndu-se:
16x; —2x, +3 x;=24
X=Xy +5 x3=12
Sistemul (2.89) are o matrice dominanta pe linii, dominantele corespunza-
toare fiind:
16 8 5
d=—=32;, dy=—=2; dy=—=25; 2.90
= 2=5=2 dy= (2:90)
Relatiile de recurenta (2.2.3) in acest caz se scriu:
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x(*/ :%(24+2x§"*“ —3x§"*“) k=123,..
x5 :%(—S—le(k’“ —xgk’“) (2.91)
xgk) = %(12 - xl(k_l) +x§k_1))

Se consider valorile initiale: {x}*’ ={0 0 0} (2.92)

Inlocuind in relatiile (2.91) valorile initiale ale necunoscutelor (2.92) si
apoi cele cele obtinute din iteratiile 7, 2, 3, 4 si 5 se obtin valorile din tabelul 2.1

Tabelul 2.1
lteratia X X X3
0 0 0 0
1 1.5 -0.375 2.4
2 1.003125 -1.2375 2.025
3 0.965625 -1.0043 1.951875
4 1.008486 -0.98109 2.006016
5 1.001235 -1.00393 2.002084
Solutia exacta 1 -1 2

Se observa ca solutia este convergenta.

2.6. Metoda iterativa Gauss - Seidel

Aceasta metoda este tot o metoda iterativa care se deosebeste de metoda
Jacobi prin faptul cd la iteratia k se folosesc atat necunoscutele calculate la iteratia
k-1 (k > i) cat si necunoscutele x; calculate chiar la iteratia £ (k < i). Pentru acesta
metoda se obtine o convergenta mai rapida a solutiei.

Relatiile de calcul ale metodei Gauss-Seidel pentru iteratia k sunt:

i=12,...n

2 (2.93)

i j=l Jj=itl k=12, ..
J#

1 i—1 n ~
xi(k):— bi—Za XK — Za,-jxgk v a; %0, {

Presupunand cd matricea [4] este dominanta pe linii, calculul iterativ va
incepe cu ecuatia avand dominanta cea mai mare. Sunt necesare aceleasi conditii de
convergenta ca cele de la metoda Jacobi.

Aplicatia 2.6

Folosind metoda Gauss-Seidel si se rezolve (cu o precizie de 107) sistemul
3x,+8xy + x3=-3

16x, —2x, +3 x3=24 (2.94)

X=Xy +5 x3=12

de ecuatii:
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Rezolvare

Pentru a fi indeplinite conditia de convergenta (2.85) in sistemul de ecuatii
(2.88) se inverseaza prima ecuatie cu cea de-a doua obtindndu-se:
16x) —2x, +3 x3=24
3%+ 8x, + x5 =-3 (2.95)
X =X, +5 x3=12
Dominantele corespunzatoare pentru fiecare linie au fost calculate la
aplicatia 2.5:
16 8 5
=—=32; dy=—=2; dy=—=25; 2.96
: 2=y b= (2.96)

Pentru sistemul (2.95) calculul iterativ va incepe cu prima ecuatie care are
dominanta cea mai mare, apoi continud cu ecuatia a treia si in final a doua.

dy

Relatiile de recurentd ale metodei Gauss-Seidel se scriu:

xl(k) :%(24+2xgk_1) —3x3(k_1))
< zé(lz —x{® k) (2.97)
x5k :%(—3—3x1(k)—xgk)) k=1,23,.

Valorile initiale ale necunoscutelor se aleg astfel :
X} ={0o o0 o} (2.98)

Inlocuind in relatiile (2.97) valorile initiale ale necunoscutelor (2.98) si
apoi cele cele obtinute din iteratiile /, 2 si 3 se obtin valorile din tabelul 2.2

Tabelul 2.2
lteratia X X3 X;
0 0 0 0
1 1.5 -1.2 2.1
2 0.95625 -0.97969 1.96875
3 1.008398 -1.00345 2.002383
Solutia exacta 1 -1 2

Solutia obtinuta prin metoda Gauss-Seidel este rapid convergenta .

2.7. Metode pentru inversarea matricelor

Rezolvarea unui sistem de ecuatii se poate face matriceal dacd se
inverseazd matricea sistemului [A]. Intr-adevdr, inmultind la stanga ecuatia
matriceald corespunzitoare sistemului [4[{X}={B} cu matricea inversa [4]" se

obtine matricea necunoscutelor sistemului:

{x}=[a]"{B} (2.99)
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Pentru inversarea unei matrice patratice [4] se folosesc mai multe metode
care sunt prezentate in continuare.

2.7.1. Metodele Gauss, Choleski pentru inversarea matricelor

Aceaste metode permit inversarea unei matrice patratice folosind
principiile prezentate la paragrafele 2.1 si 2.4 cu precizarea ca aceste metode se
aplica de n ori, adicd pentru # sisteme de ecuatii liniare.

Dandu-se ecuatia matriceala:

[4]- Ix]=[] (2.100)
inseamna cd matricea patraticd [X] reprezintd tocmai inversa matricei [A4]:
[x]=[4]" 2.101)

Ecuatia matriceald (2.100) se scrie sub forma urmatoarelor » sisteme de
ecuatii corespunzitoare celor n coloane ale matricei unitate [/ |:

Coloana 1:
ayXpy + apXy) + Xy +et ag,x, =1
Ay Xy + Xy + Ax3X3 +..+ay,x, =0
A31X)y + A3p Xy + A33X3) +.oo a3, X, =0 (2.102)

A Xy + Ay Xy + Ap3Xg) + o+ Ay X,y =0
Coloana 2:
a1 X1y + Xy +Ay3X3y ot Ay, X, =0
Ay Xpp + A Xy + dy3X3y o+ Ay Xy =1
a31x12 + a32x22 + a33X32 +...+ a3n.xn2 = 0 (2.103)

A1 %12 + Ap2X22 + a,3X32 +...+ AppXp2 = 0

Coloana n:
a1 Xy, + A1pXy, +a13X3, +.F a,X,, =0
Ay Xy, +AxpXy, +Ux3X3, +. + A5, X, =0
A3\ X, + 33 X0, + 333, +.o + a3,X,, =0 (2.104)

A X1n + ApaXop + Ap3X3y +..t DnXnn =1

Metoda prezentata de inversare a matricei [A4] este laborioasa, numarul de
operatii fiind de » ori mai mare decat cel corespunziator metodelor Gauss,
respectiv Choleski.
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2.7.2. Metoda Gauss - Jordan pentru inversarea matricelor

Metoda Gauss-Jordan pentru inversarea matricelor foloseste aceleasi
principii prezentate la paragraful 2.3 cu observatia ca in acest caz operatiile de
eliminare se aplica atat matricei [A4] cat si matricei [/] .

Ecuatia matriceald [4]-[X]=[1] se scrie:

(ay, ay, a; .. a, | (1 0 0 .. 0]

dyy dyp dy Aon 010

a31 a32 a33 a3n [X]: 0 0 (2.105)
|9 Gy Gpy e Gy | 00 0 ... 1]

Pentru inversarea matricei [4] prin metoda elimindrii succesive Gauss-
Jordan se foloseste acelasi algoritm prezentat la paragarful 2.3 cu deosebirea ca
operatiile elementare se fac atdt asupra liniilor matricei [A] cat si asupra liniilor
matricei [/ ].

Presupunem a;; # 0 (dacd a;;=0 sau are o valoare apropiatd de zero, se
cautd un element a,;; #0 si se schimba pozitia necunoscutei x;; cu x,;) un pivot al
sistemului (2.106) iar linia corespunzatoare / o linie de pivotare. Algoritmul are
aceeasi pasi ca si la paragraful 2.3:

Pasul 1: Linia 1 este linia de pivotare si a,;; pivotul; se Impart elementele
de pe aceastd linie ale matricelor [A4] si [/] la:

1 _ G
e =—
arn arn

VY,
j =

=12, (2.106)

Elementele liniilor 2, 3, 4, ... n ale matricelor [A4] si [/] se adund cu ele-
mentele date de relatia (2.106) multiplicate cu - o/}’ respectiv - ¢/’ obtinindu-se:

agl) =a _al(})ailr egl) e, —el(})@ny ij>2 (2.107)
Dupa primul pas, se obtine ecuatia matriceala:
R B I (O 0]
0 ay b .. d) e’ ey 0 0
0 Y ) A 0 @.108)
0 @y @ oal/| ey 0 0 e
Pasul 2. Linia 2 este acum linia de pivotare si af) pivotul; se impart

elementele de pe aceasta linie ale matricelor [A4] si [/] la a

apoi se elimina

elementele aflate pe coloana 2 a matricei [A4] din liniile /, 3, 4, ... n, obtindndu-se:
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(1) (1)
a, e, !
(2) _ 2j (2) _ 2j =23
2 T A ey == j=23,.n
an ax
(2) _ (1) (1), (2) (2) _ (1) (1) (2) - _
a;; =a;/ —apy -ayy, e; =e —ep e j=23,..n

)t

(2) _ (1) (1) (2) - :
i Loe =epl —ep ey , j=22, i23

(2) _
a;”’ =a i

Dupa al doilea pas, se obtine sistemul de ecuatii:

(2) 2)] [o(2) (2
0 a3 .. q e’ e; o .. 0
(2) (2) (2)  (2)
0 1 ay ... ay, ey’ ey o .. 0
2 2 —| 2 2 2
00 a .. a¥ [x]= e ey ey .0

2 2 2 2 2
00 a,(13) a,(m)_ _e,(l]) eflz) 0 .. ezn)_

Dupa pasul n se obtine sistemul de ecuatii:

1 0 0 .. 0] el(ln) el(zn) el(;) 61(2”)
10 ..0 e
0 1 .. 0fx]=|ef” e o) .. e
00 0 .. 1) ey ey ey ol

Relatia matriceala (2.113) este echivalenta cu:

[ (n)  (n)  (n) (n)]
e’ e én - e
(n) (n) (n) (n)
1 ey’ ey ey .. e,
[X]=[a]" =l o) o) . e
( ( (
el ey ey el

Aplicatia 2.7

Folosind metoda Gauss-Jordan sa se determine inversa matricei:

-1 2 -2
21 -2 -4
A= 2.115
=1 | ¢ ¢ (2.115)
4 2 8 -2

Rezolvare

Relatia [4]x]=[1] se scrie in acest caz astfel:

(2.109)

(2.110)
2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)
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-1 2 =2
1 -2 -4
I 6 -6
2 8 =2 0

1
0
[x]= 0 (2.116)

B WO =
S o = O

— o O
- o O O

Pasul 1: Folosind linia / ca linie de pivotare se obtine:

1 -1 2 -2 1 00

0 3 -6 0 -2 10
[x]=

0 4 0 0 -3 0 1

0 6 0 6 -4 0 0

(2.117)

- o O O

Pasul 2: Folosind linia 2 ca linie de pivotare se obtine:

1 0 0 -2 1/3 /73 0 0

01 -2 0 -2/3 1/3 0
[x]=

0 0 8 0 -1/3 —-4/3 1

00 12 6 0 -2 0

(2.118)

— o O

Pasul 3: Folosind linia 3 ca linie de pivotare se obtine:
1 0 0 -2 1/3 1/3 0 0
0 1 0 -3/4 0 174 0
001 olX=|_l2 -6 s o
0 0 6 1/2 0 -3/2 1

(2.119)

S = O

Pasul 4: Folosind linia 4 ca linie de pivotare se obtine:
10 0 1/2 /73 -1/2 1/3
0 1 0 -3/4 0 1/4 0
001 o= 10 —is s o
10 0 0 1 1/12 0 -1/4 1/6

- o O

(2.120)

S-a obtinut astfel matricea inversa:

1/2 /73 -1/2 1/3
-3/4 0 1/4 0
-1/24 -1/6 1/8 0
1/12 0 -1/4 1/6

[1]-[x]=[4]" =

(2.121)
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2.7.3. Metoda partitionarii pentru inversarea matricelor

In unele cazuri (de exemplu cind anumite zone ale matricei contin
elemente nule) se poate diviza matricea In patru submatrice [4,], [42], [43] i [44]
astfel incat submatricile de pe diagonala principala ([4,] si [44]) sé fie patratice:

Al AS
Al= 2.122
4] Lz AJ ( )
Daca se noteaza inversa matricii [A]:
X | X
x|=[4]"=| =42 2.123
b=l - 2 (.13

este valabila ecuatia matriceala:

mur=ﬁﬂAﬂ{*|Xﬂ:[’|°} 2.124)

A2|A4

care se mai scrie:

(2.125)

Din a treia ecuatie matriceala (2.125) rezulta:

[,]= {4, ][4 ]x] (2.126)

Inlocuind in prima ecuatie matriceala (2.125) se obtine:

| -1
= (L ] @.127)
Din a doua ecuatie matriceala (2.125) rezulta:

1
1= Pl (2.128)
Inlocuind in a patra ecuatie matriceala (2.125) se obtine:
-1

)= ([ -l L)) (2.129)

Pentru calculul matricei inversei [4]" este necesard inversarea matricelor
[A4)] s1[44]-
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Aplicatia 2.8

Folosind metoda partitionarii sa se determine inversa matricei:

1 2 0 2 0]
-1 3 0 0 2
[4]=]0 0 1 2 o0 (2.130)
-1 0 -1 -2 1
0 -1 0 2 4]
Rezolvare
Se partitioneaza matricea [4] astfel:
(1 270 2 0]
|
PR EL R
[4]=| 242 0=l0 o011 2 o (2.131)
Az A4 |
-1 0 :—1 -2 1
[0 -110 2 4]
Inversele matricelor [4;] si [44] se calculeaza imediat:
n 1 « |3/5 =2/5
AT =———[4] = 2.132
[4] det[Al][ ] L/s 1/5} (2.132)
| 5 4 -1
A =———a] =2 -2 12 2.133
O A ] @.133)

Folosind relatia (2.127) se calculeazd matricea [X]:

p={lal-Lafa Tl

5 4 -1To o]) (2.134)

[x,]= {1 2}{0 > 0] 2 =2 1/2]-1 0

-1 3] |0 0 2
I 1 00 -1

Rezulta:

~1/4 1/4
[X‘]:L/lz 1/4} (2-135)

Folosind relatia (2.126) se calculeazd matricea [X;]:
5 4 -1 0

1 -1/4 1/4
L, ]=-a, [l x )= - —12 —12 132 : —01 _01 ~L/12 1/4} (2.136)

Rezulta:
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-13/12 3/4
[x,]=| 13724 -3/8 (2.137)
-1/4  1/4

Folosind relatia (2.129) se calculeazd matricea [X,]:

= (fa )b [ ] 1)
1 2 0 0 0
[x,]=||-1 -2 1|-|-1 0 E;: _12/25}{3 (2) ﬂ (2.138)
0 2 4 0 -1

- -1

-1

12 0 -5/6 —11/6 1/12
[X,)=|-1 -4/5 1/5| =|11/12 11/12 -1/24
|0 12/5 22/5 -1/2 -1/2  1/4

Folosind relatia (2.128) se calculeazd matricea [X;]:

)=l ' Ix,)
-5/6 -11/6 1/12

3/5 -2/5]0 2 0
[x;]= 11/12 11/12 —1/24|  (2.139)
1/5 1/5 |0 0 2

-1/2 -1/2  1/4

-3/2 -3/2 1/4
[X3]:
-1/6 -1/6 -1/12

Deci matricea [A]" are expresia:

[ —-1/4  1/4 -3/2 -3/2 1/4
/12 1/4 -1/6 -1/6 -1/12
[X]=[4]"=|-13/12 3/4 -5/6 -11/6 1/12 (2.140)
13/24 -3/8 11/12 11/12 -1/24
/4  1/4 -1/2 -1/2 1/4




3. METODE NUMERICE DE REZOLVARE
A SISTEMELOR DE ECUATII NELINIARE

Cu exceptia unor cazuri simple, rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare
se face numai prin metode iterative. Se considera sistemul de ecuatii neliniare sub
forma canonica:

Fi(x,x3,%3,...,x,)=0
F2()C1,.X'2,)C3 ..... Xn =0

3.1)

sau sub forma matriceala:
{F}=1o} (3.2)

Solutiile sistemului de ecuatii neliniare (3.1) obtinute prin metodele
iterative sunt convergente daca sunt indeplinite conditiile:

e functiile f}, f5, ..., f, sunt continue si derivabile pe domeniul de definitie;

e valorile initiale x(*’ si valorile x("/ ale sirului care rezultd in urma iteratiilor
apartin domeniului de definitie;

e sirul de valori x(" ale sirului iteratii este convergent, adici daci existi limita:
a, = lim x(*/ . 3.3)
k—o0

Cele mai utilizate metode iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii
neliniare prezentate in continuare sunt: metoda Jacobi, metoda Newton Raphson si
metoda gradientului.

3.1. Metoda iteratiilor simple Jacobi
Sistemul de ecuatii neliniare (3.1) se mai scrie sub forma canonica astfel:
X = fi( X, X0, X3,00%, )

Xy = fo( X, %5,%5,..,X, )

(3.4)

Xn = fn (xlyxz,X3,...,xn)
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Sistemul (3.4) se scrie sub forma matriceala astfel:
=i} (3.5)
Relatia de recurenta corespunzatoare metodei Jacobi pentru iteratia k se

obtine direct prin exprimarea necunoscurtei x; (din ecuatia i a sistemului) n functie
de necunoscutele calculate la iteratia anterioara k-1:

k k-1 k-1 k-1 k-1
x(M = iV XV YY) k=123 (3.6)

Eroarea de calcul a solutiei corespunzatoare iteratiei £ se calculeaza astfel:

M
(k) (k-1)
x;" —x; X
1-M lé( A

unde: M :max{al,az,a3 ,,,,, an}

Es 3.7)

O crestere a preciziei solutiei x(*/ corespunzitoare iteratiei k se realizeazi
dacd in relatia de recurentd (3.6) se iau in calcul valorile deja obtinute pentru
necunoscutele (x(*/,x{*/, ..., x(*)) la aceast iteratie.

Se obtine deci noua relatie de recurenta:

k k) (k k) (k-1 k-1
xi()zfi(xl( ),xg Jox) (e x,(1 )) (3.8)

2=l 0
Solutia aproximativa {x(k)}corespunzétoare iteratiei k este convergenta
daca sunt indeplinite conditiile:
1. ‘xi(k”)—xfk)‘Sq, i=123,....n (3.9)

2. ‘Fi(xl(kﬂ),xgkﬂ),...,x,(lkﬂ)lﬁez, i=123,.,n (3.10)

unde & si & sunt douad valori oricat de mici, depinzand de ordinul £ al iteratiei.

3.2. Metoda iterativa Newton - Raphson

Fie sistemul de ecuatii neliniare (3.1)
Fi(x1,x3,%3,..,%, ) =0
Fy(x1,x9,%3,...,%,)=0 3.11)

F,(x1,%,%3,..,%,)=0

in care functiile F;(x;,x,,x3,..,x,) sunt derivabile 1n raport cu toate variabilele x;,
cu derivatele de ordinul intdi continue pe domeniul de definitie.

Matricea functionala sau Jacobianul sistemului este o matrice nesingulara
pentru valori ale variabilelor x; egale cu valorile solutiei sistemului precum si
pentru orice valori situate Intr-o vecinatate a solutiei:

det[J]# 0 (3.12)
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Solutia exacta se poate scrie ca suma dintre solutia aproximativa {X (k) } si
eroarea {g(" )}, corespunzatoare iteratiei £, adica:
)= e e (3.13)
in care s-a notat:
k k) (k o\
{X( )}z{xl( ) xg ). x,(l )}
T
{g(k)}: {gl(k) ggk) gr(lk)}
Dacéa se exprima functiile F;(x;,x;,x3,..,x,) Intr-o vecinatate a solutiei

exacte (3.13) folosind dezvoltarea in serie Taylor si se retin doar termenii
corespunzatori primei derivate se obtine:

(3.14)

Fi(x1(k)+81(k)’ xgk) +g£k),..4 s x,(lk)+£,(,k))5
(k) (k) _(k) (k) 3.15
S Bo{Y, o ) SO0 ) gy O
j=1 ox '

Tinand seama de relatia (3.11) se obtine un sistem de n ecuatii liniare

avand ca necunoscute eg-k ) de forma:

NNV RN TS O
3R I ) paf ) 316)

J=1 J
i=1,2,3,..,n
Sistemul (3.16) se poate scrie sub forma matriceala astfel:
o et o) 617
unde lJ (k) J este matricea caracteristica sau Jacobianul sistemului:
i k k (k)]
aF]( ) aF]( ) oF; )
oxy Oxy 0Ox,,
or(*) gk oF(*)
[J(k)]: 2 2 — (3.18)
oxy 0xy 0x,, )
oE(H) or(0  Gp(k)
e x, | ox, ]
k k) _(k
unde s-a notat: Fi( ):F,-(xl( ),xg ) x(K)) (3.19)

Intrucat prin ipoteza matricea caracteristica (3.18) este nesingulara, poate fi

. L os . . . A L 9 1
inversatd. Inmultind ecuatia matriceald (3.17) la stanga cu matricea inversa [J (k) T
se obtine o matrice a erorilor corespunzatoare iteratiei :

= Lo ) (3.20)
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Tinand seama de relatia (3.13) se obtine solutia aproximativa
corespunzatoare iteratiei k+/ respectiv suma

{X(k+l )}: {XW}+ {E(k)}, (3.21)
sau: {X(k+l )}: {X(k) }_ [J(k)y1 {F(k)} (3.21")

Expresia (3.21) reprezinta relatia iterativa a metodei Newton Raphson.
Pentru solutia aproximativa initiala {X (0) } se poate lua orice valoare din

vecindtatea solutiei exacte, metoda fiind rapid convergenta.
Se observa similitudinea relatiei (3.21) obtinutd pentru sisteme de ecuatii

liniare cu relatia Newton Raphson (1.11) corespunzitoare ecuatiilor cu o singura
variabila.

Aplicatia 3.1

Se considerd mecanismul patrulater articulat din figura 3.1. Folosind
metoda Newton-Raphson si se determine solutiile (8 w ) cu o eroare de &=10"
pentru urmitoarele trei pozitii ale manivelei: ¢, =45°, @, =50°, @; =55°. Se dau
valorile numerice pentru dimensiunile elementelor mecanismului, notatiile fiind
conform figurii 3.1: d =220 mm, r=50mm,; L=200mm,; R =100 mm

Fig. 3.1

Rezolvare

Sistemul de ecuatii neliniare care furnizeaza cele doud necunoscute ale
problemei (£ w ) se obtine scriind proiectiile conturului inchis orientat 4,4BB,
dupa cele doud axe Ox respectiv Oy, conform figurii 3.4.1 :

{ZprOx =0: rcosp+ Lcosff+ Rcos(w+rm)+dcosm=0

. . . . (3.22)
ZprOy =0: rsinpg+ Lsinf+Rsin(y+7x)+dsint =0
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Deoarece marimile », L, R, d sunt constante iar unghiul ¢ este un

parametru, din relatia (3.22) rezulta sistemul neliniar cu necunocutele Ssi v :
rcoso+ Lcosf—Rcosy —d =0
o Leos i Reosy (3.23)

rsingp+ Lsinf — Rsiny =0

Pentru a rezolva sistemul (3.23) folosind metoda Newton Raphson, pentru
pozitia manivelei datd de unghiul ¢,=45’, se ia ca solutie initiald din vecinitatea
solutiei exacte solutia:

0
)= {ﬂo} {2 (3.24)
Yo
Solutia corespunzatoare iteratiei k+/ conform relatiei (3.21) se scrie:
{X(k”)}: {X(k)}— [J”‘)T1 {F”‘)} k=012, .. (3.25)

unde:

(3.26)

{F(k)} rcos@y + Lcos B, —Rcosy, —d
- rsing, + Lsin B, — Rsiny,

Jacobianul sistemului (3.23) se determina astfel:

9 A
|op oy | |—Lsin  Rsiny
[7]= s oy _{Lcosﬁ —Rcosw} (3.27)
B v

iar inversa lui are expresia:

[J]_1: 1 Rcosy Rsiny
LRsin(f—w)| Lcosfp Lsinp

Se verifica daci este adevarata relatia: [/]'[/]=[1]

(3.28)

Expresia (3.28) corespunzdtoare iteratiei k+/ este:

[J(k)]»l _ 1 Rcosy, Rsiny,
LRsin( S, —w, )| Lcos B, Lsinp,
Inlocuind expresiile (3.26) si (3.29) in (3.25) se obtine relatia de recurenta:
Bra | _ | Bx . 1 Rcosy, Rsiny, ||rcose, +Lcos B, —Rcosy, —d
vial lwi LRsin(p, =y, )| Lcos By, Lsinfy ||rsing;, + Lsin B, —Rsiny,

(3.29)

(3.30)

Efectudnd calculele se obtin dupd primele doua iteratii valorile solutiei cu
0 eroare mai mica de 0,0001O 2 Bi=18,825130 si w;= 87,330842 , conform
tabelului 3.1. Metoda este rapid convergenta.
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Pentru celelalte doua pozitii ale manivelei 4pd: ¢,=50" si ;=55 se aplica
acelasi algoritm, luandu-se ca solutii initiale valorile obtinute la pozitia precedenta,
(B1, w1) respectiv (£, > ) conform tabelului 3.1.

Tabelul 3.1
k | o B Y Bisi Wit 1 &p Ey
45 120 90 18.85390 87.328796
1 |45 |18.825130 |87.328796 |18.82513 87.330827 |-0.02878 ]0.002031
45 |18.825133 |87.330827 |18.82513 87.330842 |3.183E-06 |1.55E-05
50 |18.825133 [87.330827 [17.964908 |88.619693 |-0.86023 |1.288851
2 |50 [17.964908 |88.619693 |17.959558 |88.628075 |-0.00535 [0.008381
50 |17.959558 |88.628075 17.959558 |88.628075 |-3.14E-07 |3.114E-07
55 | 17.959558 |88.628075| 17.178781 | 90.129761 | -0.78078 | 1.501687
3 | 55| 17.178781 |90.129761 | 17.170171 | 90.134512 | -0.00861 | 0.004751
55| 17.170171 |90.134512| 17.170171 | 90.134513 | 9.53E-08 | 1.29E-06
Aplicatia 3.2

Se considera mecanismul unei prese cu genunchi avand schema cinematica
din figura 3.2. Folosind metoda Newton Raphson se cere sd se faca analiza
pozitionala pentru o rotatie completd a manivelei 494 incepand cu ¢,;=60" pani la
P37 = 420° din 10° in 10° si cu o precizie de £=0,00001 ?  Valorile numerice ale
parametrilor d,, d;, r, R, L;, L, sunt (fig. 3.2):

d, =360 mm; d, =200 mm,;r=120mm;
R =280 mm,; L, =550mm; L, =520mm;

v

Rezolvare
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Asa cum se observa din figura 3.2, necunoscutele problemei (£ v, » s) nu
sunt independente. Ecuatiile neliniare pentru determinarea acestor necunoscute se
obtin prin scrierea proiectiilor contururilor inchise 4y4BByDA,respectiv ByBCB, pe
cele doud axe Ox si Oy tindnd seama de unghiurile vectorilor ce formeaza conturul
in raport cu axele de coordonate Ox si Oy, conform tabelului 3.2.

Tabelul 3.2
Vectorul ApA AB BB, ByD D4, CB B,C
Unghiul cu Ox [0) B v -180°| 180° 270’ Y 270’
Unghiul cu Oy | ¢-90°| B-90" | y-270°] 90° 180° | y-90° | 180°

Suma proiectiilor vectorilor pentru doud contururi dupa Ox si Oy se scrie:
reosgp+L, cosﬂ+Rcos(l//—l800)+d1 cos180° +d, c0s270° =0
rsing+ L, sin ff+ Rsin(y —180° ) +d, sin180° +d, sin270° =0
L, cosy+Rcos(l//—1800)+s-c052700 =0
L, siny + Rsin(y —180° ) +5-5in270° =0

(3.31)

Deoarece parametrii », R, L;, L, d;, d, au valori constante iar ¢ este un
parametru variabil, rezultd urmadtorul sistem neliniar avind ca necunoscute

unghiurile B y; y si distanta s:
F(p.y,y,s)=rcos +Ljcosf—Rcosy—d; =0
F(Bw,y,s)=rsin +Ljsinf—Rsiny—d, =0
F(p,w,y,s)=—Rcosy+L,cosy=0
Fy(Bw,y,s)=—Rsiny+ L, siny—s=0

(3.32)

Solutia sitemului (3.32) corespunzatoare iteratiei k+/ conform relatiei
(3.21) se scrie :

T N P ST P (6.33)
unde: - vectorul coloand {F”‘) } are expresia:

rcosgy + L, cos B, —Rcosy, —d,
{F(k)} rsing, + L, sin f, —Rsiny, —d, (3.34)
- —Rcosy, +L,cosy, '

—Rsiny, + L, siny;, —s,

- matricea Jacobian a sistemului (3.32) are forma:

—Lisinf8  Rsiny 0 0
L -R 0 0
[J]: ,cos B cosy (3.35)
0 Rsiny  —L,siny 0
0 —Rcosy Lycosy -1

Inversa matricei jacobian are expresia:



58

Metode numerice in inginerie

a cosy B siny 0
Lysin(f—v) Lysin(B—v)
_ cosp 3 sinf 0 0
-1 Rsin(f-y) Rsin(f-y)
[J] | cosp-siny __ sinf-siny 1 (3.36)
L,siny-sin(f—-y)  Lysiny-sin(f—-yw)  L,siny
_cosp-sin(y—y)  sinf-sin(y—y) _cosy 4
L, siny-sin(f—y)  Lysiny-sin(f-y) siny
Solutia corespunzatoare iteratiei (k+17) (3.33) se scrie:
L yin rcos@y, + 1L, cos B, —Rcosy, —d,
Vi | _ |V _[J(k)]‘l rsingy + Ly sin i - Rsiny, —d, (3.37)
Vil 4 —Rcosy; +Lycosy,
Siil Sk —Rsiny, +L,siny, —s;
Relatia matriceala (3.37) se scrie analitic:
B = PBr +.Cos—l//k(r005(ﬂk + L, cos i = Reosy, —d, )+
Lysin( B —wy )
.Sm#(rsingok + Ly sin f, — Rsiny, —d, ).
Lysin( B —wi ) (3.38)
Vil =V +.Cos—ﬂk(”cos§0k +Ly cos i = Reosyy —d, )+
Rsin( B~y )
sin 3,

m(rsingok + L, sin B, —Rsiny, —d, )
cos By, siny,,

Ly sinyy sin( By =y
sin By, siny,

Ly siny; sin( B =y
1

L, siny,

Vil =V + (rcos¢k +Llcosﬂk—Rcost//k—d1)+

(rsingok + L, sin B, — Rsiny, —d2)+

(—Rcost//k +L,cosy, )

cos fy. sin(y _7k)(

sinyy sin( B —yy )

L Sin By sin(yy _7k)(
sinysin( -y )

L oSk (

sinyy

Spel =S + 7 Ccos @y +Llcosﬂk—Rcoswk—d1)+

rsing, + L, sin B, — Rsiny, —d2)+

—Rcosy +L, cosyk)+(—Rsinl//k + L, siny, —sk).
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Efectudnd calculele si considerdind ca solutie initiald pentru ¢@,=60"
valoarile aproximative: {8, v, 7, 50}2{3500 300° 50° 600, dupd primele patru
iteratii se obtine solutia: {£;=356.6823; w,;=332.8186;, [,=61.38011;

$,=584.3711} cu o eroare mai mica de 0,0001° respectiv 0,005 mm, conform
tabelului 3.3.

Tabelul 3.3
BL) vil’) ) Si(mm) Bi() eyl’) enl’) | esimm)
350.9163|324.3778[63.110021| 657.68742| 0.0159931 | 0.425473 | 0.228642 | 57.68742
356.5459|332.8199| 61.07769 | 584.9776| 0.0982546 [0.1473424| -0.0353 | -72.7098
356.6827|332.8194| 61.38033 | 584.37495]| 0.0023877 |-8.04E-06|0.005282 | -0.60265
356.6823|332.8186| 61.38011 | 584.3711| -6.45E-06 |-1.38E-05|-3.18E-06| -0.00385

Pentru celelalte 36 de pozitii ale manivelei 4y4 date de unghiurile ¢,=70",
0s=80°,..., p3,=420" se aplici acelasi algoritm, luandu-se ca solutii aproximative
initiale valorile obtinute pentru pozitia precedentd. Rezultatele obtinute sunt date
in tabelul 3.4.

Tabelul 3.4

ok beta k psi k gama k sk beta k+1 psi k+1 |gama k+1

(rad) (rad) (rad) (rad) (mm) () () ()
607/180 |350%/180|3007/180| 607/180 584 356.6563]  332.7753] 61.37811
1.047198| 6.224826| 5.808025| 1.07125002 584.6245| 356.6823 332.8186| 61.38011
1.047198| 6.225281] 5.808781| 1.07128495| 584.3711] 356.6823] 332.8186| 61.38011
1.22173] 6.225281| 5.808781| 1.07128506 584.3711] 351.3001 322.9872] 64.13499
1.22173] 6.131343| 5.63719| 1.11936676]  639.0868| 351.7464]  323.5929] 64.31732
1.22173] 6.139133] 5.647762 1.122549 634.8251] 351.7466| 323.5916| 64.31917
1.396263| 6.139136 5.647739| 1.12258119|  634.8257| 347.4472] 314.5833] 67.51374
1.396263| 6.064098| 5.490515| 1.17833706 682.8199| 347.8662 315.1637 67.55135
1.396263| 6.071411| 5.500644| 1.1789934| 678.0293| 347.8666] 315.1627] 67.55296
1.396263| 6.071417| 5.500626| 1.17902162 678.0281] 347.8660| 315.1627] 67.55296|
1.570796| 6.071417| 5.500626| 1.17902162| 678.0281| 344.7697]  307.3019] 70.7821
1.570796] 6.017367| 5.36343| 1.23538061 716.4587| 345.1128 307.7814] 70.73731
1.570796| 6.023354| 5.371798| 1.234599|  712.1955] 345.1131]  307.7806] 70.73832
1.570796]  6.02336| 5.371786| 1.23461661 712.1927| 345.1131 307.7806| 70.73832
1.745329]  6.02336] 5.371786| 1.23461661|  712.1927] 343.1677| 301.1435] 73.73045
1.745329| 5.989406| 5.255945| 1.28683911 741.022| 343.4232 301.5014] 73.6585
1.745329] 5.993865| 5.262192| 1.28558328|  737.7336| 343.4234 301.501] 73.65902,
1.745329] 5.993868| 5.262185| 1.28559235 737.731| 343.4234 301.501) 73.65902
1.919862| 5.993868] 5.262185| 1.28559235 737.731]  342.497]  296.0431] 76.27027
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1.919862 5.9777] 5.166927| 1.33116724 758.3354] 342.6721 296.2858] 76.20438
1.919862| 5.980757| 5.171163| 1.33001732 756.0488| 342.6723 296.2856] 76.20461
1.919862| 5.980759| 5.171159| 1.33002141 756.0472] 342.6723]  296.2856| 76.20461
2.094395] 5.980759| 5.171159| 1.33002141 756.0472| 342.6047]  291.9149] 78.37739
2.094395] 5.97958] 5.094876| 1.36794348 770.2083| 342.7142]  292.0596| 78.33257
2.094395] 5.981491| 5.097401| 1.36716124 768.759| 342.7143 292.0594] 78.33266
2.094395| 5.981492| 5.097399| 1.36716287 768.7584) 342.7143]  292.0594] 78.33266
2.268928| 5.981492| 5.097399| 1.36716287 768.7584| 343.3453 288.6737 80.05795
2.268928| 5.992505| 5.038306| 1.39727485 778.1391] 343.4051 288.7401] 80.03802
2.268928|  5.99355| 5.039465| 1.39692691 777.316] 343.4051 288.74] 80.03805
2.268928|  5.99355| 5.039464| 1.39692745 777.316] 343.4051 288.74)  80.03805
2.443461] 5.99355| 5.039464| 1.39692745 777.316] 344.587]  286.2441] 81.33024
2.443461] 6.014177] 4.995902| 1.4194805 783.2635| 344.6118]  286.2511] 81.33327
2443461 6.01461| 4.996024] 1.4195333 782.8749] 344.6118 286.2511] 81.33327
2.443461)  6.01461| 4.996024| 1.41953341 782.8749| 344.6118  286.2511] 81.33327
2.617994] 6.01461| 4.996024| 1.41953341 782.8749] 346.2138]  284.5636] 82.21568
2.617994] 6.04257] 4.966572| 1.4349343 786.3894| 346.2156]  284.5275 82.23731
2.617994| 6.042603| 4.965942| 1.43531189 786.2825| 346.2156]  284.5275| 82.23731
2.617994] 6.042603| 4.965942| 1.43531185 786.2824) 346.2156]  284.5275| 82.23731
2.792527] 6.042603| 4.965942| 1.43531185 786.2824| 348.1248]  283.5819] 82.73478
2.792527] 6.075923] 4.949437| 1.44399434| 788.0514| 348.1133 283.5165] 82.77003
2.792527] 6.075723] 4.948296| 1.44460951 788.1105] 348.1133 283.5165] 82.77002
2.792527| 6.075724] 4.948297| 1.44460943 788.1102) 348.1133]  283.5165 82.77002

2.96706| 6.075724] 4.948297| 1.44460943 788.1102] 350.233 283.2592| 82.90584

2.96706] 6.112718] 4.943805| 1.44697983 788.5593] 350.2157]  283.1758 82.94994

2.96706] 6.112416| 4.942349| 1.44774958 788.698| 350.2157]  283.1758 82.94994

2.96706] 6.112417|  4.94235| 1.44774949 788.6975| 350.2157]  283.1758 82.94994
3.141593| 6.112417| 4.94235] 1.44774949 788.6975| 352.4641 283.5635] 82.74512
3.141593| 6.15166] 4.949117| 1.44417469 788.0375| 352.4467]  283.4711] 82.79397
3.141593| 6.151355| 4.947505| 1.44502727 788.1898| 352.4467] 283.4712] 82.79396
3.141593| 6.151356] 4.947505| 1.44502717 788.1892| 352.4467]  283.4712] 82.79396
3.316126| 6.151356] 4.947505| 1.44502717 788.1892| 354.7557] 284.4678] 82.26791
3.316126] 6.191655 4.9649| 1.43584585 786.4557| 354.7425 284.3738]  82.3182
3.316126] 6.191424| 4.963259| 1.43672355 786.569| 354.7425 284.3738] 82.31819
3.316126] 6.191425| 4.963259| 1.43672345 786.5684| 354.7425  284.3738 82.31819
3.490658| 6.191425| 4.963259| 1.43672345 786.5684| 357.0559]  285.9473] 81.49003
3.490658| 6.231801] 4.990721| 1.42226938 783.6549| 357.0503 285.8574] 81.5393
3.490658| 6.231703| 4.989152| 1.42312917 783.686] 357.0504)  285.8574] 81.53929
3.490658| 6.231704] 4.989152| 1.42312908 783.6854| 357.0504]  285.8574] 81.53929
3.665191| 6.231704] 4.989152] 1.42312908 783.6854| 359.3231 287.9767] 80.42948
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3.665191| 6.27137| 5.026141| 1.40375923|  779.3735| 359.3277]  287.8955| 80.47606
3.665191| 6.271452| 5.024725| 1.40457218|  779.2862| 359.3277]  287.8955| 80.47606
3.665191) 6.271452] 5.024725| 1.40457212 779.2857| 359.3277]  287.8955 80.47604
3.839724| 6.271452| 5.024725| 1.40457212|  779.2857] 6.309797]  5.070681| 1.3806946
3.839724| 6.309797| 5.070681| 1.38069462|  773.2773] 6.310094]  5.069485| 1.3814446
3.839724| 6.310094| 5.069485| 1.38144464|  773.0425] 6.310094]  5.069486| 1.3814446
3.839724| 6.310094] 5.069486| 1.38144464| 773.0421] 6.310094]  5.069486| 1.3814446
4.014257) 6.271452| 5.024725| 1.40457212|  779.2857| 363.571 293.7587] 77.42974
4.014257) 6.345511] 5.127056] 1.3514038]  765.9067| 363.6679  293.5199] 77.59133
4.014257] 6.347202| 5.122888| 1.35422417 764.595] 363.6681 293.5199] 77.59139
4.014257] 6.347206] 5.122888| 1.35422512 764.5909] 363.6681]  293.5199 77.59139
4.18879] 6.347206] 5.122888| 1.35422512|  764.5909| 365.6439 297.073| 75.79517
4.18879] 6.381689| 5.184901| 1.32287521 754.1586] 365.6899]  297.0397] 75.83063
4.18879] 6.382493| 5.184321| 1.32349416]  753.5734| 365.6899  297.0397] 75.83065
4.18879| 6.382493| 5.184321| 1.32349446|  753.5734| 365.6899  297.0397] 75.83065
4.363323| 6.382493| 5.184321| 1.32349446|  753.5734| 367.5345  300.9917] 73.87578
4.363323] 6.414688] 5.253296| 1.28937565|  740.4506| 367.5966]  300.9809] 73.90835
4.363323] 6.41577| 5.253108| 1.28994409|  739.6811| 367.5965  300.9809] 73.90839
4.363323|  6.41577| 5.253107| 1.28994465 739.6812] 367.5965  300.9809 73.90839
4.537856] 6.41577| 5.253107] 1.28994465|  739.6812| 369.3037|  305.2862| 71.83981
4.537856] 6.445566| 5.328249| 1.25384124|  723.6474| 369.3823]  305.3012] 71.87063
4.537856] 6.446938| 5.328512| 1.25437914|  722.7004] 369.3823]  305.3011] 71.87068
4.537856] 6.446937]  5.32851| 1.25438005 722.7008] 369.3823]  305.3011| 71.87068
4.712389] 6.446937| 5.32851| 1.25438005|  722.7008| 370.9493]  309.9109] 69.73907
4.712389] 6.474287| 5.408966| 1.21717634| 703.6628| 371.0448  309.9554] 69.76967
4.712389] 6.475954| 5.409742| 1.21771038 702.554| 371.0448  309.9552] 69.76974
4.712389] 6.475953| 5.409739| 1.21771173 702.5546] 371.0448  309.9552| 69.76974
4.886922| 6.475953| 5.409739| 1.21771173|  702.5546] 372.471 314.8177) 67.63079
4.886922| 6.500845| 5.494605| 1.18037988|  680.5819| 372.5836] 314.8952] 67.66305
4.886922| 6.50281| 5.495957] 1.18094302|  679.3338| 372.5835 314.8949] 67.66316
4.886922] 6.502809| 5.495953| 1.18094494]  679.3347| 372.5835  314.8949 67.66316
5.061455] 6.502809| 5.495953| 1.18094494|  679.3347) 373.8686]  319.9549| 65.57647
5.061455] 6.525237| 5.584267| 1.14452532|  654.6842 373.9983]  320.0693] 65.61259
5.061455] 6.527502] 5.586263| 1.14515562|  653.3242| 373.9983 320.069] 65.61274
5.061455 6.527501] 5.586258| 1.14515825|  653.3253| 373.9983 320.069 65.61274
5.235988| 6.527501] 5.586258| 1.14515825|  653.3253] 375.1406]  325.2672] 63.64015
5.235988| 6.547438| 5.676983| 1.1107302|  626.4539| 375.2875 325.422] 63.68243
5.235988| 6.550002| 5.679685| 1.11146808|  625.0108] 375.2875 325.4217] 63.68263
5.235988| 6.550002]  5.67968| 1.11147158|  625.0121| 375.2875|  325.4217| 63.68263
5.410521] 6.550002| 5.67968| 1.11147158]  625.0121] 376.282]  330.6921] 61.88578
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5.410521| 6.567359| 5.771666| 1.08011055 596.5758| 376.4458 330.8905| 61.93637
5.410521| 6.570218| 5.775129] 1.0809935 595.0768| 376.4458 330.8902| 61.93663
5.410521) 6.570219| 5.775123| 1.08099808|  595.0783| 376.4458  330.8902] 61.93663
5.585054| 6.570219] 5.775123| 1.08099808 595.0783] 377.2815 336.1563] 60.37335
5.585054| 6.584804| 5.867034| 1.05371374 565.9191| 377.4614 336.3999] 60.43374
5.585054| 6.587944| 5.871286| 1.05476768 564.3881| 377.4614 336.3996| 60.43408
5.585054) 6.587945| 5.871281| 1.05477357|  564.3894| 377.4614  336.3996| 60.43408
5.759586| 6.587945| 5.871281| 1.05477357 564.3894| 378.1171 341.5666| 59.15346
5.759586| 6.599389] 5.961461| 1.0324226 535.5161] 378.3108 341.8538] 59.22372
5.759586| 6.602769| 5.966475| 1.03364891 533.9746] 378.311 341.8537| 59.22415
5.759586| 6.602772| 5.966473| 1.03365632|  533.9757| 378.311 341.8537] 59.2241)|
5.934119] 6.602772| 5.966473| 1.03365632 533.9757| 378.7486 346.7948| 58.25971
5.934119] 6.610409| 6.052711| 1.01682375 506.5514| 378.9504 347.1173] 58.33745
5.934119] 6.613933] 6.058339| 1.01818058 505.0295] 378.9507 347.1174] 58.33796
5.934119] 6.613938| 6.058341| 1.01818944]  505.0299| 378.9507|  347.1174] 58.33796
6.108652| 6.613938| 6.058341] 1.01818944 505.0299] 379.1034 351.6495] 57.69873
6.108652| 6.616602| 6.137441| 1.00703276]  480.3942| 379.3006 351.9836| 57.77751
6.108652| 6.620044| 6.143273| 1.00840778] 478.9604| 379.301 351.9841] 57.77805
6.108652| 6.620052| 6.143281| 1.00841723 478.9599|  379.301 351.9841] 57.77805]
6.283185| 6.620052| 6.143281| 1.00841723 478.9599] 379.0512 355.8224] 57.43737
6.283185| 6.615691] 6.210273| 1.00247122|  458.7368| 379.2157 356.1132] 57.50476
6.283185| 6.618563| 6.215347| 1.00364737] 457.5674| 379.2161 356.1137] 57.50518
6.283185| 6.61857| 6.215357| 1.00365472|  457.5662| 379.2161 356.1137] 57.50518
6.457718| 6.61857| 6.215357| 1.00365472|  457.5662| 378.3582 358.7927| 57.38926
6.457718| 6.603597| 6.262113| 1.00163161 443.9394| 378.4354 358.9292| 57.42733
6.457718| 6.604943| 6.264496| 1.00229595 443.4417| 378.4355 358.9293| 57.42742
6.457718| 6.604945| 6.264498| 1.00229759|  443.4413| 378.4355  358.9293| 57.42742
6.632251| 6.604945| 6.264498| 1.00229759]  443.4413] 376.629 359.6975| 57.41825
6.632251| 6.573416| 6.277905| 1.00213752|  439.6433| 376.545 359.5223| 57.42213
6.632251| 6.571951| 6.274848| 1.00220525 440.5179] 376.5453 359.5228] 57.4223
6.632251| 6.571955| 6.274856| 1.00220819|  440.5165] 376.5453 359.5228]  57.4223
6.806784| 6.571955| 6.274856| 1.00220819|  440.5165] 373.3435 357.3731] 57.43374
6.806784| 6.516073| 6.237337| 1.00240789|  451.0774] 373.1091 356.8768] 57.47403
6.806784| 6.511982| 6.228674| 1.00311112 453.693| 373.1113 356.8808| 57.47526
6.806784| 6.512021) 6.228745| 1.00313245|  453.6787| 373.1113 356.8808 57.47526
6.981317| 6.512021| 6.228745| 1.00313245 453.6787| 368.2988 351.1717] 57.67365
6.981317| 6.428026] 6.129102| 1.00659501 482.5053] 368.1458 350.7656] 57.89365
6.981317| 6.425357| 6.122014]| 1.01043479 485.41] 368.1476 350.7688] 57.89395
6.981317| 6.425388| 6.122071| 1.01044011 485.3914] 368.1476]  350.7688 57.89395

7.15585| 6.425388| 6.122071| 1.01044011 485.3914| 362.2283 342.1742] 58.77039
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7.15585] 6.322076] 5.972066] 1.0257368| 531.0764] 362.3656]  342.2476| 59.14877
7.15585| 6.324472| 5.973347] 1.0323408 531.804| 362.3652] 342.2468 59.1482
7.15585| 6.324465| 5.973333| 1.03233087|  531.7954| 362.3652  342.2468 59.1482
7.330383| 6.324465| 5.973333| 1.03233087|  531.7954] 356.3149]  332.3564] 61.03972
7.330383| 6.218868| 5.800714| 1.06534409|  586.6305| 356.6827  332.8202| 61.37922
7.330383| 6.225287| 5.808807| 1.07126953 584.3729| 356.6824]  332.8187 61.38011
7.330383] 6.225281| 5.808781| 1.07128504) 584.3711| 356.6824|  332.8187 61.38011

Se observa din tabelul 3.4 cd metoda Newton-Raphson este o metoda
convergenta care asigurd un grad ridicat de precizie dupa numai trei pasi, valorile
obtinute pentru ¢,=60" si pentru ¢3,=420", sunt identice, ceea ce arati ca erorile de
calcul de la un pas la celalalt nu se cumuleazd. In figura 3.4 este prezentata grafic
variatia cursei presei (parametrul s; ).

Se observa din aceastd diagrama ca variatia lui s; in zona data de unghiurile
o ... Poyeste foarte redusd ceea ce este o caracteristica a presei de precizie.

900

800 -

7

9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35

pozitia manivelei

Fig. 3.4
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3.3. Metoda gradientului sau metoda de cea mai mare panta
Fie sistemul de ecuatii neliniare:
S1(X1,%5,%5,..,%, ) =0

fz(xl,xz,x3,...,xn):0

(3.39)

Ju(X,%5,%5,..,%,)=0
sau matriceal: {F(x)}=0 (3.40)
Functiile f;(x,,x,,x5,..,x,) sunt derivabile cu derivatele de ordinul intai
continue pe domeniul de definitie.
Se considera functia definita prin:

3.41)
sau : U(x)z{F(x)}T{F(x)}
unde U(x) reprezintad o suprafata de nivel in spatiul #n-dimensional.

Se considera un vector de pozitie in spatiul #-dimensional (x;,x,,....x, )
oarecare:

D0} = fet0) 100 202 s ¥ (3.42)
Se defineste suprafata de nivel care contine varful acestui vector, de
ecuatie: Ux")= {F(x(o))}T {F(x(o))} (3.43)

Daci se duce normala la suprafata de nivel Ux™) in punctul M,
corespunzator varfului vectorului initial {X 0 }, acestd normald permite obtinerea

. .. T
unui nou vector de pozitie: {X”)}= {xf”,xgl),xgl),..,xgl)} (3.44)

avand varful pe suprafata de nivel U(x’”) ca in figura 3.5.

X1 / X2
Fig.3.5
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Ecuatia noului vector de pozitie {X ) } se scrie:

{X(U }: {X(O) }— Ao {grad U(x(o))} (3.45)
(0) (0) (0) )7
unde:  {eradU(x® )} {6U(x ) aux") aux) auex") } (3.46)
ox; 0ox, 0Ox3 0ox,,

este gradientul functiei U(x’®) calculat in punctul (xl( 0 %00 X0 x( )
adica un vector normal la suprafata de nivel Ux”)

A, - un factor ce se determind dintr-o conditie de minim.

In mod similar se poate scrie o relatie corespunzitoare iteratiei k+/ intre
vectorul {X (k+1) } si vectorul {X (k) }‘:

{X(km}: {X(’”}—/Ik -{gradU(x(k))}, k=123, .. (3.47)

Factorul 4, se determina din conditia ca functia ®(4) si fie minima, unde
®( 1) este definita astfel:

D)= le(k) - A grad U(x(k) )J (3.48)
Conditia de minim se scrie:
@'(1) =%U[x(k) —A grad U(x(k))]: 0 (3.49)

Tinand seama de (3.46) ecuatia (3.49) se scrie sub forma:

n

(k ?
(1) =iz{ fi(x™® )—A%j) gradU(x™ )} =
X

s (3.50)
. o™ ) o) '
=23 fi(x™ )2 —= > gradU(x™" ) |x 2=~ - gradU(x™ )=0
i=1 X X
Rezulta:
n (k)
3 £ i (g ) gradU(x™® )
A, =41 al - (3.51)
n (k)
Z{afi(x )gradU(x(k))}
i=l Ox
Relatia (3.3.11) se scrie matriceal astfel:
e | gradux ) (3.52)

A = ([J(k)ngdU(x(k)), [J(k)ngdU(x(k)))

unde jacobianul [J*] are expresia:
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) vy )]
ox, 0Ox, ox,,
o1 |26 ) o (x")
[J ]: ox, 0x, ox,, (3.53)
(") oxt) ofx™)
| Ox 0x, ox, |
Tinand seama de expresiile derivatelor partiale:
2
ou 0 (< d ofi(x)
— = : =2 fi(x)== 3.54
o, axj(éfz(x)J g,f,(X) o, (3.54)

rezultd expresia gradientului la suprafata U(x):

{grad U(x)}:2{imf,-(x), ----- iMfi(x)}

i Ox, o Ox, (3.55)
sau : {gmd U(x)}zZ-[J]T{F(x)}
Tinand seama de relatia gradientului (3.3.15), relatia (3.3.12) devine:

1 ({F(x”‘) )} [ J/k)] [ J/k)]T {F(x(k) )})

A = (3.56)

2L T b b T Tl )
(rex )} fRex™ )]

1

T e ) 657
unde: {R(x™ )|= [ |y e )}
Se obtine relatia de recurenta a metodei de cea mai mare panta:
{X”‘“)}: {X”‘) }— 22 -[J”‘)]’{F(x”‘))}, k=123, .. (3.58)
In cazul particular al unui sistem liniar de ecuatii se obtine:
{F(x)p=[alx}-{B}=0,

[7]=[4] (3.59)
0=y ) oa, [4] ([l }-{8})

(3.60)

{X( ) }: {X( k) }— 24 -[4] {R(x( k) )}

unde s-a notat:

{R(x(k))}: [A]{X””}—{B} reziduul vectorului {X”‘)} (3.61)

_1 ({R(x(k))}, [A] 4] {R(x(k))}) .
" ([ala] {Rex® )}, [a]al {re<™ )f) k=123.. (3.62)




4. METODE DE DETERMINARE A VALORILOR
SI VECTORILOR PROPRII AI UNEI MATRICE

4.1. Valori si vectori proprii pentru o matrice

Se considera matricea patraticd [4] a unui sistem de » ecuatii liniare cu n

necunoscute. Valorile proprii ale matricei [A] (notate A;, A Az ..., A, ) sunt
solutiile ecuatiei caracteristice:
det([4]-2[1,])=0 .1

unde: [/,] este matricea unitate avand dimensiunea n.x n.

Cunoscand valorile proprii A;, A, As ... A, vectorii proprii {X }”‘) ai
matricei [4] reprezinta solutiile ecuatiei de valori proprii:

[fx}® = A dxf ™ (4.2)
sau solutiile nenule ale sistemului omogen echivalent cu (4.2):
(4]- 202, lx ™ = o (4.3)

Determinantul  caracteristic al matricei [4] este determinatul matricei
sistemului de ecuatii omogen (4.3):

a,—A  ap . oa,
-1 ..
D(A)=der[A]- A1, =] “on (4.4)
a, a,, e Ay — A

Ecuatia caracteristica (4.1) se scrie sub forma polinomiala astfel:
Vo o - A L+ (-1)"5, =0 4.5)

unde coeficientii polinomiali o;, 03, 03, ... , G, reprezintd suma minorilor de un
anumit ordin aflati pe diagonala principald a determinantului caracteristic D(4):

n a a 5 Aga aaﬂ aay
aa a
o) = Zaaa, o=\ oy D lape ags ag).. 4.6)
a=1 a<f Pa )2/ a<p<y a a 5 a
o V. V4
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Numirul minorilor diagonali de ordinul k este C! iar numarul total de
determinanti ce trebuiesc calculati este:

N:icf =2"—1 4.7)

k=1
Calculul valorilor proprii ale matricei [4] folosind relatiile (4.5) si (4.6)
este laborios, de aceea se folosesc metodele numerice prezentate in continuare.

4.2. Metoda Danilevski

Metoda Danilevski constd In transformarea determinantului caracteristic
D(2) al matricei [4]:

a — A ap a3 A
a ay —A K] A n
D(/l) = a31 a32 a33 - ﬂ/ .ne a3‘n (4.8)
an,l an,Z an,3 an,n -4

intr-o forma echivalentd, numitd forma normala a lui Frobenius:

=4 Py P3Py Pa
1 -2 0 .. 00
D'(A)=| 0 1 =4 .. 0 0 (4.9)
0 0 0 .. 1-1

Dacé se dezvolta acest determinant dupa prima linie se obtine ecuatia
caracteristica sub forma:
D (A)=(-1)" (A" = p A" = p " = py A7 == Py A= py)

Matricea Frobenius corespunzatoare matricei [4] se defineste astfel:

(4.10)

P Py Py oo Pua P
1 0 0 .. 0 0

[Pl=f[o 1 0 .. 0 o0 (4.11)
0 0 0 .. 1 0]

Matricea Frobenius este o matrice care are acelasi polinom caracteristic ca

si matricea [4], adica:
det([4]- A[1,]) = det([P]- A[1,]) (4.12)

Pentru a se obtine matricea Frobenius [P] se parcurg urmatorii pasi:
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Primul pas consta 1n efectuarea de transformari liniare asupra matricei [4]
sau combinatii ale liniilor sale, astfel incat sa se obtind in locul ultimei linii

elementele: [0 O ... 0 1 O].
Fie matricea [4] :
I ap ap a3 I 1
as L)) k] Ayp1 Qyp
[4]=
an—l,l an—l,Z an—l,3 an—l,n—l an—l,n
L ay, W) a3 Aun-1 Qnp B

(4.13)

pentru care se considera linia de pivotare n (pentru operatiile care urmeaza).
In matricea unitate [/,] se modifica linia n-1 astfel incat se obtine :

1
0

my,_11

0

0 0 0

1 0 0
My_12 My_in1 My_1n

0 0 1

(4.14)

unde elementele de pe linia n-/ a matricei [M],.; se calculeaza folosind elementele

situate pe linia de pivotare n a matricei [4] cu ajutorul relatiilor:

Api

mn—l,[ == ;
a

n,n—1

mn—l,n—l

1

an,n—l

(4.15)

Daca se multiplica matricea [A4] cu matricea [M], ;, se obtine o matrice care

are pe ultima linie elementele [0 0 ... 0 1 O]
I bll b12 bl,nfl bl,n ]
bZl bZl b2,n—1 b2,n
[B]=[4]Mm],_, =] . S . (4.16)
bn—l,l bn—1,2 bn—l,n—l bn—l,n
Lo 0 .. 1 0 |
unde elementele b;; se calculeaza astfel:
by=a;+a;,.\m,;; 131'%;1; j#n-1 @.17)
bjwa =8y M,y 1<i<ng
Se poate verifica ca inversa matricei (4.14) este de forma:
10 .. 0 0 |
0 | I 0 0
(M)l = (4.18)
a, 4, .. a,,‘n_l a,m
0o 0 .. 0 1]
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-1

[p], 4 [m],} =[1]

Dacid se multiplici matricea [B] la stinga cu matricea [M]' se obtine

matricea [C]:

[c]=[m],} [8]= M1 D],

(4.19)

‘1 €12 Cin-1 Cin
€21 €21 Con1 Cop (4.20)
[c]=
cn—l,l cn—l,2 cn—l,n—l Cn—l,n
| 0 0 1 0
unde elementele c; se calculeaza astfel:
“4.21)

n
¢y =byi Cuyy =2 auby
k=1

Se poate demonsrtra cd matricea [C] astfel obtinuta are acelasi determinant

cu cel al matricei [4].

Pasul al doilea foloseste acelasi algoritm prezentat la pasul I Insa pentru matricea
[C], considerand in acest caz linia de pivotare n-/, linia n» ramanand neschimbata.

In matricea unitate [/,] se modifica linia n-2 astfel inct se obtine matricea:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
[M]n—2 - mn—2,1 mn—2,2 mn—2,n—1 mn—2,n (422)
0 0 1 0
0 0 0 1

unde elementele de pe linia n-2 a matricei [M],., se calculeaza folosind elementele
situate pe linia de pivotare n-/ a matricei [C] cu ajutorul relatiilor:

1 1
mn—2,i = S & , mn—Z,n—2 = (423)
Cnin-2 Cnin-2
matricea inversa [M]', are expresia
1 0 0 0 |
0 1 0 0
[Mm])! o0 ’ ’ (4.24)
2 cn—l,l cn—1,2 n—1,n—-1 cn—l,n '
0 0 1 0
| 0 0 0 1|

Daci se multiplici matricea [C] la stinga cu matricea [M],', si la dreapta

cu [M],., se obtine matricea [D]:
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Rezulta matricea :
[D]=[m]L[c]m],

dll d12 : dl,n—2 dl,n—l dln
d21 d22 d2,n—2 d2,n—1 d2n
=] - : : : : (4.25)
dn—2 1 dn—2,l dn—2 1 dn—2 1 dn—2,l
0 0 1 0 0
0 0 .. 0 1 0 |

Pentru pasii 3, 4, ..., n se repeta algoritmul prezentat, in final obtindndu-se
matricea Frobenius care are acelasi determinant caracteristic cu cel al matricei [4]:

[Pl= [} L LML [ ] ] o I [

P Py D3 o Paa Pa

1 0 0 0 0 (4.26)
[Pl=]0 1 o0 0 0

0 0 0 10|

Fie A o valoare proprie a matricei [P] si {Y} vectorul propriu corespunzator

valorii proprii A satisface ecuatia matriceala:
[Plfr}=air}

Relatia matriceala (4.26) se mai scrie sub forma:

([P]-Alr], v} = o}

sau:
_pl -4
1
0

0

V%)

-1

1

0

P3
0

-1

0

v Puat
0

0

1

P |
0
0

_ﬂ_

S O O

0

(4.27)

4.27°)

(4.28)

Ecuatia matriceald (4.28) reprezintd un sistem omogen de n ecuatii care
admite solutii nebanale daca determinantul sau este nul.

Anuland determinantul
caracteristic al matricei Frobenius (4.9)

Sistemul (4.28) se mai scrie:

(P1=A)n + Payy + P3Y3 ot DY,

sistemului  (

4.26)

se obtine determinantul

=0

sau forma normald a lui Frobenius.

-0
=0
Yn-1 _ﬂ’yn =0

Y2 —Ays
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Alegénd 1n sistemul (4.29) y,=1 se obtine o solutie a sistemului omogen
care reprezinta elementele vectorului propriu {Y} al matricei Frobenius [P]:

Yn :1; V-1 :ﬂ“" Yn—2 :ﬂ'z" Yn-3 :2“3; 9N :ﬂ’rhl (430)

Vectorul propriu al matricei [4] corespunzator valorii proprii 4, se
determina folosind relatia:

2 R L7 Y17 PR 74 Y174 R g (4.31)

Aplicatia 4.1
Folosind metoda Danilevski sa se determine valorile si vectorii proprii ai
matricei:

31 0
[4]=]-4 -1 o0 (4.32)
-4 -8 -2

Pasul 1. Conform relatiilor (4.14) si (4.18) matricele [M], si [M], sunt:

1 0 0 1 0 0
[M]z =My Myy  Myy | [M]_zl =|asz dzp dszz | (4.33)
0 0 1 0 0 1

unde elementele matricei [M], se determini conform relatiilor (4.15):

y, :_&:_l; My, :L:_l; My __an 1 (4.34)
asy 2 as, 8 as, 4

Dupa inlocuire rezulta:

1 0 0 1 0 0
jor 11 S|4 _g ol
[M], > "% T3 M}, =|-4 -8 -2| (4.35)
0 0 1 0 0 1
Se poate verifica daca: [M],[M]) =[] (4.36)

Matricea [C] se obtine folosind relatia (4.20):
1 ¢ O3 5/2 -1/8 -1/4
[C]: [M]izl [A][M] 2=|Cn Cp o |=| 18 =5/2 (4.37)
0 1 0 0 1 0
Pasul 2. Conform relatiilor (4.22) si (4.24) matricele [M], si [M]] au expresiile:

myy mp o my Cyp Cpp Cp3
M],=| 0 1 o [M]/=l0 1 o} (4.38)
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Elementele matricei [M], se determina conform relatiilor (4.23):

1 1 c 5 c 1
My = —— = My == = = — (4.39)
¢, 18 ¢y 36 ¢, 18
Dupa inlocuire, rezulta:
151 s L5
18 36 18 .
[M], =0 1 of [M]I=|0 1 o] (4.40)
0 0 1 0 0 1
Se poate verifica daca: [M],[M ]} =[/] (4.41)
Matricea [D] care se obtine la acest pas este matricea Frobenius:
0 3 -2
[Pl=[p]=[M]'[cIm] =|1 0 o (4.42)
01 O

Determinantul caracteristic al matricei [P] se scrie conform (4.9):

-4 3 =2
D'(A)=[1 -1 0|=-2+31-2 (4.43)
0 1 -4
Valorile proprii ale matricei [P] sunt radacinile ecuatiei D(4)=0:
ﬂ’l = _2,‘ 12 = 13 :1 (4.44)
Vectorii proprii ai matricei [P] corespunzatori valorilor proprii A, Aa, A3
sunt:
yr 4 Al N
ryV=1at=1-2t, W=V =14=10 (4.45)
1 1 1 1

Vectorii proprii ai matricei [4] se determina cu ajutorul relatiei (4.31):
fef =[], [ ]y

(4.45)
oy =y <[ v, iy
Daca se efectueaza calculele se obtine:
r 5 1
181 36 1;30
7
mlv]i= -3¢ -3¢ 36 (4.46)

0 0 1
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Inlocuind in expresiile (4.45) rezulti vectorii proprii ai matricei [A]:

1l s 1
18 36 18 |[4 0
15'6 A2/ P N U Y U (4.47)
36 36 36
0 0 1 -1
r 5 1 1
18 36 18 |1 4
1 7 10 1
XU W3 A VA ] S 4.48
=) 36 36 36 2 (4.48)
0 0 1 |U 1

Tinand seama de definitia (4.2) a vectorilor si valorilor proprii, se pot
verifica rezultatele obtinute pentru A, =-2; 4, =4, =1 si pentru vectorii proprii

corespunzatori dati de relatiile (4.47) si (4.48) :
[t} = A {x}

31 0]fo0 0
[4fx}" =]-4 -1 0 [{ol==2]0
-4 -8 -2]|-1 -1

[4]{x}* = 4, {x}* - (4.49)
L
31 0 41 41
(2) _| _ _ [ G
[4fx}* =|-4 -1 o0 > >
-4 -8 -2||-1| |-1

[} = 2}
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4.3. Metoda Krylov

Metoda Krylov are la baza determinarea valorilor §i vectorilor proprii prin
rezolvarea unui sistem de ecuatii avand vectorii Krylov drept coloane ale matricei
caracteristice si ale matricei coloana a termenilor liberi,: {¥}, {r3?V, ..., {y}*P
respectiv {Y} | vectori care se determin prin iteratii cu ajutorul matricei [A].

Pentru aplicarea acestei metode se parcurg urmatoarii patru pasi:
Pas I: Se alege un vector Krylov initial oarecare {Y}; (4.50)

Pas 2: Se calculeaza vectorii lui Krylov prin iteratii succesive conform relatiilor:

1=
9=,
(V9= [41{r}?; 4.51)

MO= e,

Pas 3: Se rezolva sistemul de ecuatii liniare scrise cu ajutorul vectorilor Krylov:

[ (n1 -2 1 0)]
R e 1L I
-1 -2 1 0
ygn ) ygn ) yg) yg) k, yg”)
-1 -2 1 0 _
A Y R == (4.52)
_y}gn—l) y}gn—Z) o ygl) ng)_ kn y}gn)

Pas 4: Coeficientii polinomului caracteristic al matricei [A] sunt necunoscutele
sistemului (4.52), deci acest polinom se scrie:

D(A)=(-1) (1” I AT T+ kn) (4.53)
Radacinile polinomului caracteristic dat de relatia (4.53) sunt valorile
proprii ale matricei [A].

Pentru a demonstra aceastd proprietate se considerd determinantul
caracteristic al matricei [A4] scris sub forma:

D(2)=det(A]- A1), )= (1) (" + k2 + k272 vk, (4.54)

Folosind identitatea Hamilton-Cayley in care matricea [4] anuleaza
polinomul sau caracteristic:

[A]" + Ik, [A] ™ + ky[A] 2+ 4k, 1], =0 (4.55)

si multiplicand ecuatia matriceald (4.55) cu un vector oarecare {Y}” se obtine:
[A] (Y ke [A] 7YY by [A] ) + kY Y =0 (4.56)

Noténd: [A] Ay ) = v} (4.57)

atunci relatia (4.56) se mai scrie sub forma:

W Sk P 1k (Y = (4.58)
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care este identica cu sistemul de ecuatii (4.52) :
-1 -2 -3 0
R S L Y

n—1 n—2 n-3 0 n
S N O R L (4.59)

L S O /A
Proprietatea (4.53) este demonstrata.
In sistemul de ecuatii (4.59) coeficientii y/*’ sunt elementele vectorilor lui
Kralov:
iy =Ll

) <[4 {r}V =[aP fry®; (4.60)

e =LA =LA

care se mai pot scrie astfel:

1 0 0 0 0
y[():ailyl( )+ai2yi( )+ai3y1‘( )+...+amy,~()
(2) _ 1 ! ! :
¥ =agylV +apyV +apyV +. 4 a0V (4.61)
-1 —1 -1 -l
A =g vy gy b a7

i=1,23..,n
Se face ipoteza ca toate radacinile polinomului caracteristic (4.53) sunt
distincte Ay Z Ao # A3# ... # Ay .

Vectorii Krylov utilizati pentru determinarea coeficientilor polinomului
caracteristic k;, k, ks, ..., k, se scriu conform (4.51) astfel:

O U= (mP=4m®; (MO ? ;A=
Intrucat vectorul initial {¥}” este un vector oarecare, se poate lua acest
vector ca o combinatie liniara de vectori proprii {X} ai matricei [4]:

WP =Y x)” (4.62)

Tinand seama de proprietitile (4.2) ale vectorilor proprii:
X} = 2,{x)
[Py = 22 {x

Al o) = sy

1

i=123 .1 (4.63)

rezulta ca vectorii Krylov se pot scrie sub forma urmétoarelor combinatii liniare de
vectori proprii {X}" ai matricei [4]:
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T = {x}V e X} 4k, X
Y = x )V + e, (X + e 2, (X
L e R 1 N Y )

Se considera functiile polinomiale ¢;(4) de gradul n-1 definite astfel:
Pi(A) =2+ g A+ gy At g, i=1,2,3,.n (4.65)
Inmultind ecuatiile (4.64) respectiv cu coeficientii:
Dutiv Gn-2i» -+ G200 Giiol i=1,23,..n  (4.66)
si Insumandule membru cu membru rezultd urmatoarele relatii:
{Y}(n_l) T4 {Y}(n_z) Tt G {Y}(O) =
=i (XY + 0,2 WX 4 (2, (X
i=1,2,3,..,n

Se considera ca functiile polinomiale @;(4) au aceleasi radacini cu cele ale
polinomului caracteristic D(4) cu exceptia radacinii 4; , deci ¢;(4) se poate scrie:

_D(A)
0 (=77

(4.67)

A% A (4.68)

In acest caz functiile polinomiale ¢,(4) au proprietitile:
@i(A;)=0 pentru i# j;

4.69
Pi(4;)#0 ( )
Tinand seama de proprietatile (4.69) atunci relatiile (4.67) se scriu:
(A ){X}m = {Y}(n_l) T4 {Y}(n_z) Tt Gy, {Y}(O) (4.70)

Rezultatul obtinut (4.70) arati ci vectorii proprii {X }(i) se scriu sub forma
unor combinatii liniare ale vectorilor lui Krylov: {v}"™" {v}"* _ {r}|" .

Coeficientii g;; din relatia (4.70) se determind prin identificarea celor doua
relatii (4.65) si (4.68) folosind schema lui Horner:

Ak Ak, A+,

A g AT g, A g, =
q0i q1i qn—Z,l qn—l,z A— li

9o =1 =123, (4.71)
9 =Aq;,; +k;
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Aplicatia 4.2

Folosind metoda Krylov sa se determine valorile §i vectorii proprii ai
matricei:

7 -2 0
[4]=]-2 6 -2 4.72)
0 -2 5

Rezolvare

Se alege un vector initial oarecare {¥}” ={l 0 1} si se determina vectorii
Krylov:

7 =2 0 (|1 7
Ly =<2 6 2ol (o
0o -2 5]lo) |o
7 =2 0|7 53
i =[afr}V =|-2 6 -2{{-2{=1-26 (4.73)
Lo -2 5]lo 4
7 -2 0 53 423
¥ =[4fry¥ =|-2 6 -2[-26p=1{-270
0 -2 51 4 72
Ecuatia matriceala (4.58) se scrie in acest caz:
Y + iy (VY 4k iy ) = —{r ) (4.74)
sau sub forma matriceala:
537 1](k 423
-26 -2 0Kk, =—-270 4.75)
4 0 1||k 72
Rezolvand (4.75) se obtin valorile coeficientilor ecuatiei caracteristice:
k=-18, k=99, k=-162 (4.76)
Ecuatia caracteristicd a matricei [4] se scrie:
A 18 2 +991-162=0 4.77)
Solutiile ecuatiei (4.77) sunt valorile proprii ale matricei [A]:
=3, A:=6, A579. (4.78)

Pentru determinarea vectorilor proprii ai matricei [4] se folosesc relatiile
(4.70):

Ci¢i(/1i){X}([) = {Y}(z) + qli{Y}(U + 4> {Y}(O)’ i=123. (4.79)

Expresiile functiilor ¢;(1) sunt de forma:
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Pi(2)= oA’ +qA+qy; (4.80)
respectiv:
P(A)=(A=Ay NA=A3)= A2 —150+54, o(7)=18
P2 (A)=(A=2NA-23)= A —124+27; 0,( 7y )=—9 (4.81)
P3(A)=(A=2 NA—=2A,)= 22 =94 +18; Py(25)=18

Identificand expresiile (4.80) si (4.81) se obtin coeficientii g;;:
qo1 =L g1 =-15" g5 =54

Goo =1 gy = =127 gy =27; (4.82)
903 =1 q13=-9; q3 =18
Relatiile (4.79) devin:
()| =)™ 15y} + 54y}
e (X =)™ 12y +27{r)” (4.83)

com (M =) ol 1)

Inlocuind expresiile vectorilor Krilov (4.73) in relatiile (4.83) se obtin
vectorii proprii ai matricei [4]:

18¢, {X}(U =<4 = {X}(l) =<2 (Cl =lj
(2) (2 2
o, ) 2lab o ol (czzaj (4.84)

2

Tinand seama de definitia vectorilor si valorilor proprii (4.2) se pot verifica
rezultatele obtinute pentru valorile proprii (4 =3, 4, =6, 4;,=9) si vectorii
proprii corespunzatori dati de relatiile (4.84) :

[4lfx}” = 2 {x
[l =2, {x )™ (4.85)
[4ffx} = A {xf™
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4.4. Metoda Leverrier

Aceastd metodd permite calculul valorilor proprii ale unei matrice [4] pe
baza dezvoltarii polinomului caracteristic D(4) cu ajutorul formulelor lui Newton
pentru sumele puterilor raddacinilor unei ecuatii polinomiale. Determinarea
valorilor proprii consta atat in calculul primelor » puteri ale matricei [4] cat si a
sumelor termenilor aflati pe diagonala principala a acestor matrice.

Determinantul caracteristic al matricei [4] se scrie sub forma polinomului:
D(A)=det([A]-AlI],)= ()" (A" + I A + Iy A2 4 by A 4wk, ) (4.86)
Se noteaza cu s, suma puterilor de ordinul m ale radacinilor polinomului
caracteristic (4.86):
Sp=M+0 +..+ 1)

4.87
m=1273,..,n ( )

Formulele lui Newton pentru sumele puterilor de ordinul m ale radacinilor
in cazul polinomul caracteristic (4.86) se scriu:

S, +kiS, 1 +kys, »+..+k, 15,=—k
m 1°m-1 2°m-2 m—1°1 m (4 88)
m=1,2,3,..,n

Dacé se cunosc sumele puterilor radacinilor de ordinul m ale polinomului
caracteristic (4.86), atunci sistemul (4.88) permite determinarea coeficientilor k;,
ks, ..., k, astfel:

—ky =5
—2ky =5, + ks
_3k3 :S3 +k1S2 +k231 (4.89)

—nk, =s,+kis,| +kys, | +...+k,s

Se poate demonstra cd sumele puterilor radacinilor de ordinul m ale
polinomului caracteristic al unei matrice [A4] reprezinta urmele matricilor [4]":

Sp= A A= al™ (4.90)
i=1

unde «{™ sunt termenii de pe diagonala principald a matricei [4]":
[4]" = [a{/m) m=23,..n 4.91)
matricile [4]" se determina astfel:

[4]" =[4]"'[4], m=2,3,...n (4.92)
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Aplicatia 4.3
Folosind metoda Leverrier s se determine valorile proprii ale matricei [4]:
7 -2 0
[4]=|-2 6 -2 (4.93)
0o -2 5
Rezolvare

Se determina matricele [4]* si [A]’ astfel:

53 -26 4
[4]%=|-26 44 -22
4 -22 29

. (4.94)
423 -270 72

[4]°=]-270 360 —198
| 72 -198 189

Sumele s, ale puterilor radicinilor de ordinul m (m=I1,2,3) ale

m

polinomului caracteristic D(4) se determind folosind relatiile (4.90) :
3
s =M A+ =al =18
i=1
3
s, =4+ A5+ 45 =D af =126 (4.95)
i=1

3
sy=A + 2+ =>af =972

i=1

Coeficientii polinomului caracteristic k;, k; si k; se determind folosind
relatiile (4.89)

my=—s;=-18

my :—%(sz +mys,)=99 (4.95)

my = —%(s3 +mys, +m2s1)= -162

Se obtine astfel ecuatia caracteristicd a matricei [4]:
A 1827 +991-162=0 (4.96)
Rezolvand ecuatia (4.4.11) se obtin valorile proprii ale matricei [4]:
=3, =6, A;=9. (4.97)
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4.5. Metoda coeficientilor nedeterminati

Metoda coeficientilor nedeterminati permite calculul valorilor proprii ale
unei matrice [4] pe baza valorilor polinomului caracteristic D(4) obtinut pentru n
valori particulare ale variabilei A.

Polinomul caracteristic al unei matrice [A] se scrie sub forma:

D(A)=del([A]- A1) = ()" (X' + kA" + k72 44k, ) (4.98)

Daca variabila A 1a urmatoarele valori: A; =0, A, =1, A; =2, ..., A, = n-1
inlocuind 1n relatia (4.98) se obtine sistemul de ecuatii liniare:

k, =(-1)"D(0)
l+k +ky+... +k, =(-1)"D(1)
2"+ k2" k2" L+ k, =(—1)"D(2) (4.99)

(n=1)" +k(n-1)""+ky(n=1)"2+ .+ k, =(-1)"D(n-1)

Scézand prima ecuatie din celelalte ecuatii ale sistemului (4.99) unde care
s-au trecut termenii liberi 1n dreapta, se obtine sistemul liniar de ecuatii:

ky+ky+ ... +k, =(-1)"[D(1)-D(0)]-1
2" k2" 4+ 2k, =(~1)"[D(2)-D(0)]-2" (4.100)

ky(n=1)"" +ky(n=1)"2+ .+ k, , =(-1)"[D(n=1)—D(0)]-(n—-1)"

Sistemul liniar de ecuatii (4.100) se scrie matriceal sub forma:

[c],.{k}={D} (4.101)
1 1 | k,
n—1 n-2
unde: [C],, = 2 2 S K}= f |, (4.102)
(n-1"" (n=1)"% .. n-1 k,

~1)'[D(1)-D(0)]-1
i) CVIp2)-po)]-2 (4.103)

(~1)'[D(n=1)=D(0)]-(n-1)"
Se observa cd matricea [C],; este independentd de determinantul
caracteristic (4.98), depinzand numai de ordinul # al matricei [4] .

Inmultind ecuatia matriceald (4.101) la stinga cu matricea [C]', se obtin

coeficientii polinomului caracteristic: {K}=[C],",{D} (4.104)
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Elementele matricei coloana {D} se calculeaza cu ajutorul determinantilor:

all _m alz e aln
a Ay —M ...  ay,
D(m)= det([A]— m[[]) = .21 2 : (4.105)
anl anz ann —m

m=0,12,..,n-1

Aplicatia 4.4
Folosind metoda coeficientilor nedeterminati sd se determine valorile
proprii ale matricei [A] :

7 -2 0
[4]=]-2 6 -2 (4.106)
0 -2 5

Rezolvare

Se calculeaza determinantii D(0), D(1),D(2) folosind determinantii (4.105):
D(0) = det([4]) =162;
D(1) = det([4]-[1]) = 80; (4.107)
D(2) = det([4]-2[1])=28.

Conform relatiei (4.102) pentru n=3 matricea [C],_; are forma:

1 1 11

Cl,, = = 4.108
SRR (@.108)

Ecuatia matriceald (4.104) se scrie in acest caz:

o)l 109
4 2|k, 126
Rezolvand ecuatia (4.109) si tinind seama ca: k;= - D(0) rezulta:
p=-18; p, =99, p;=-162 (4.110)
Se obtine ecuatia caracteristica:
A -18 X+ 991-162=0 (4.111)
care are ca solutii valorile proprii ale matricei [4]:
A=3; A,=6; A3=9. (4.112)
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4.6. Metoda interpolarii cu diferente finite a lui Newton
Metoda interpolarii cu diferente finite a lui Newton permite determinarea
polinomului caracteristic D(4) al unei matrice [A] cu ajutorul primei formule de
interpolare a lui Newton cu ajutorul diferentelor finite progresive. Modul de
calcul al diferentelor finite progresive este prezentat in capitolul 5.
Determinantul caracteristic al matricei [4] se scrie:
D( 1) = det([A]- A[1]) (4.113)
Se calculeaza valorile determinantului caracteristic al matricei [4] (4.113)
pentru urmétoarele valori ale variabilei A :
Ao=0, 4 =14, =2 ., A =n
D(0)=det[]) D(1)=det([4]-[1])
D(2)=det([4]-2[1]). . . D(n)=det([4]-n[I])
Formula de interpolare a lui Newton cu ajutorul diferentelor finite
progresive pentru polinomul caracteristic D(4) este:

D(/l)=D(0)+i/1(/1—1)..l:/(,1_i+1)

i=1

Coeficientii diferentelor finite ai sumei (4.115) se pot scrie sub forma:

4.114)

A'D(0) (4.115)

ﬂ(ﬂ—l)...(l—iﬂ)zz":cmiﬂm (4.116)

il

m=l1

Inlocuind expresiile coeficientilor (4.116) in relatia (4.115) se obtine
formula lui Markov a polinomului caracteristic cu ajutorul diferentelor finite
progresive.

D(A)=D(0)+> "> ¢, ,AD(0) (4.116)
m=1 i=m
Coeficientii ¢, se determina pentru i=/, 2, 3, 4 prin identificare in relatia
(4.116) :
A
M =cd
HA-1)
2/
HA-D)(A-2)
3/

A27Y (/1_25)/(/1 "I o Arer B bt egh +essh

Rezulta urmatoarele valori ale coeficientilor ¢, si ale polinoamelor:

_ 2
=cpd+eypd

=+l +eyh 4.117)
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¢ =1
cy=-1/2, cp=1/2
c3=1/3, cy3=-1/2, c33=1/6 (4.118)

Cla=—1/4, ¢y =11/24, ¢y, =—1/4, ¢,y =1/24
€15 =3/20, ¢y ==39/120, ¢35 =29/120, ;5 =—3/40, 55 =1/120
e Polinomul caractertistic al unei matrice [4];.; folosind diferentele progresive
de ordinul /, 2 si 3 se scrie tindnd seama de (4.116) astfel:
D(A)=D(0 )+[CHAD(O )+ A D(0)+¢;3A° D(0 )](1+
+ [CZZAZD(O )+¢238°D(0 )](12 + [c33A3D(0 )]/13

2 3 2 3 3
D(/”L)=D(0)+(AD—A2D+A3DJ/1+(A2D—A2DJ/12+A6DA3 (4.119)

e Polinomul caractertistic al unei matrice [4],., folosind diferentele progresive
de ordinul 1, 2, 3 si 4 se scrie astfel:

D(2) = D(0)+ |e;,AD(0) + ¢,02D(0) + ¢y A°D(0) + ¢, A D0 )2 +
+ [czzAzD(O )+ 3N D(0) + ¢,y A'D(0 )]/12 +
+ [c33A3D(O )+ A'D(0 )],13 + [c44A4D(0 )],14

AND ND A'D
- A+
2 3 4

D(/l):D(0)+[AD— +
(4.120)
14

A’D AD 11.A*°D), (AD A'D)|; A'D

+ - + A+ - 1+

2 2 24 6 4 24
e Polinomul caractertistic al unei matrice [4];s.s folosind diferentele progresive
de ordinul /, 2, 3, 4 si 5 se scrie astfel:

2 3 4 5
D(2)=D(0)+| ap-2L AP _AD 3ED )

2 3 4 20

2 3 4 5
+{AD_AD+11~AD_39ADJ/12 @.121)

2 2 24 120

15

AD A'D 294D)\; (A'D 3A°D)., AD
+ - + 4+ - A+
6 4 120 24 40 120

Folosirea metodei interpolarii lui Newton cu diferente finite progresive
pentru determinarea polinomului caracteristic i a valorilor proprii ai unei matrice
[4] pare complicatd datorita faptului cd necesitd calculul a (n-/) determinanti
conform relatiei (4.114), insd algoritmul de calcul este simplu si poate fi usor
programat.
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Aplicatia 4.5

Folosind metoda interpolarii lui Newton cu diferente finite sa se determine
determinantul caracteristic al matricei [4] :

7 -2 0
[4]=]-2 6 -2 (4.122)
0 -2 5

Rezolvare
Se calculeaza determinantii D(0), D(1),D(2) si D(3):
D(0) = det ([4])=162;
D(1) = det([4]-[1]) = 80;
D(2) = det([4]-2[1]) = 28;
D(3) = det([4]-3[1])=0.
Se calculeaza primele trei diferentele finite progresive conform relatiilor:
AD(0)=D(1)-D(0); AD(1)=D(2)-D(1); AD(2)=D(3)-D(2)
A’D(0)=AD(1)-AD(0); A’D(1)=AD(2)-AD(1) (4.124)
A'D(0)=NAND(1)-AND(0)

(4.123)

Valorile numerice obtinute sunt date in tabelul 4.1

Tabelul 4.1
A D(}) AD(}) AD()) A D(A)
0 162 82 -30 6
1 80 52 -24
2 28 28
3 0

Folosind relatia (4.119) se obtine polinomul caracteristic al matricei [4]
folosind diferentele progresive de ordinul /7, 2 si 3:

D(A)= —162+(82+l~30+l~6j/1+(—l-30—l-6j/12 Lo
2 3 2 2 6 (4.125)
D(A)=-162+994 —184% + 2}
Observatie: Se poate verifica faptul ca diferentele regresive avand ordinul

mai mare decat trei sunt nule, deci inlocuind in formula de interpolare (4.115)
rezulta ca polinomul de interpolare (4.125) este unic.
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4.7. Metoda iteratiei matriceale

Metoda iteratiei matriceale permite calculul valorii proprii maxime §i a
vectorului propriu corespunzartor acestei valori.

Polinomul caracteristic al matricei patratice [A] se scrie:
D(2) = det([4]- 1)) (4.126)

Se ordoneaza valorile proprii ale matricei [4] sau radacinile ecuatiei
caracteristice D(4) =0 in ordinea valorilor absolute astfel:

] >4 > 4| > > |2 (4.127)

Conform teoremei lui Perron acest lucru este posibil, daca toate elementele
matricei [4] sunt pozitive.

Se considera un vector arbitrar {Y}(*’ care se scrie ca o combinatie liniara
a vectorilor proprii {X} ; corespunzatori matricei [A]:

Y = Yo ), (4.128)
Inmultind la stinga relatia (4.128) cu matricea [4] se obtine vectorul:
Y =Ly = e Ll = e, 2, (4.129)
Repetand algoritmul, se obtin succesiv vectorii:

W =LAl = e L), = e )
Y =LAl = e Al = 2

(4.130)

Se considera spa‘;lul vectorial n-dimensional £, in care se considerd o baza
de vectori independenti {e}i i=123,...,n. Vectorii proprii {X } ai matricei [4] se

1

pot exprima in functie de vectorii bazei {e}, sub forma:
X} =Y xleh (4.131)
i=1

Tinand seama de (4.131) vectorul {Y}" se scrie:

{wW=§qw@m=§qw§@k}z{zq,u}} (4.132)

=1\ j=1
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sau: rim = Z y(™ e}, (4.133)

unde s-a notat cu: y(m = ZC‘] Xy (4.134)

(m)

Valoarea y(™ reprezintd coordonata i a vectorului {Y} in spatiul

vectorial vectorial n-dimensional £,. In mod analog se poate exprima coordonata i

(m+1)

a vectorului {Y in spatiul vectorial n-dimensional E,:

(m+l) zc lerl 4" (4135)

Impartind cele doua rela;n obtinute mai sus, (4.135) la (4.134), se obtine:

+1
y(m+1) ZC /1’” Xij

l

(m)

n

Yi m
A7 xg
J=1

m+l m+1 m+l
1+02x[2 [ﬂ’Z] +c3xi3 (ﬂ’}] + +cnxm (lnj
"
)’l(m ! ) Xy (A Xy \ A Xy (A

(m) 1 m m m
Vi l+02xi2 (/12) +03xi3 (’%j +m+cnxin [’%j
axy (A axy \ A4 axy (A

Tinand seama ordinea valorilor valorilor proprii (4.127), toate parantezele
din relatia (4.136) sunt subunitare si se neglijeazd atunci cand numarul m (de
iteratii) este suficient de mare:

m m+l1
(ﬁJ ~0; (ikJ ~0 (4.137)
ﬂ’l ﬂ’l

Cu o anumita eroare de calcul de iteratie, rezultd valoarea proprie cea mai
mare A ca raport al coordonatei y; corespunzatoare iteratiilor m+1 si m:
(m+1)
Jy=2 (4.138)

y("

Pentru a detremina vectorul propriu {X }, se foloseste relatia (4.129) :

{Y}(m) — ch/?“;’? {X}j = clﬂ{" {X}l + Czﬂ;n {X}2 +..t cnﬂ‘:l {X}n
=i

(4.136)

) (4.139)
i =car {X}1+cz[/12j {X}1+'“+Z_T[ﬁj i,

A A

Tinand seama de aceeasi aproximare (4.137) relatia (4.139) devine:
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™ = e {x}, (4.140)
Vectorul propriu {X}, al matricei [4] corespunzitor primei valori proprii
A, este egal cu vectorul {Y }(’") (obtinut dupa ieratia m) multiplicat cu o constanta
¢, A" . Intrucat constanta ¢, poate avea orice valoare, se poate alege o valoare astfel
incat sa se obtina :
e pentru primul element al vectorului {X}, valoarea x,=1I atunci:
A"
A

9

(4.141)

e valori normalizate pentru elementele vectorului {X}, :

> f

=" (4.142)
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Aplicatia 4.6

Se considera sistemul format din trei corpuri de mase : m;=m, m,=2m si
mz;=m legate cu mediul fix si intre ele cu patru arcuri avand aceeasi rigiditate & ,
conform figurii 4.1. Sa se determine valorile pulsatiei proprii minime
(fudamentale) si maxime, precum si modurile proprii de vibratie corespunzatoare,
folosind metoda iteratiei matriceale.

ki & ks ks
o) o) o) o) o) o)
Fig.4.1
Rezolvare

Se scriu ecuatiile diferentiale ale miscarii folosind ecuatiile lui Lagrange.
Pentru aceasta se exprima energia cinetica a sistemului format din cele trei corpuri
si energia potentiala a arcurilor in functie de coordonatele generalizate q;, ¢ $i ¢; ,
care reprezintd deplasarile celor trei corpuri pe directie orizontala (fig. 4.2):

ki | ks k3 ! ky
T
[0) (6] (0] [6) (0] [6)
Fig.4.2
E= %(mqlz + qug +mq32)
(4.143)

1
V= lha? + ka4, k)
Ecuatiile lui Lagrange pentru cazul unui sistem conservativ de forte sunt:
< d_L —d—LZOJ L=E-V, k=123 (4.144)
dt\ dqy ) dgy

Tinand seama de expresiile energiilor £ si V' (4.143) se scriu ecuatiile lui
Lagrange pentru fiecare din cele trei coordonate generalizate si se obtine sistemul
de ecuatii diferentiale liniare de ordinul doi:

mg, +2kq, —kq, =0
mg, —kq, +2kq, —kqy; =0 (4.145)
mgs —kq, +2kqy =0
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Sistemul de ecuatii (4.145) se scrie matriceal sub forma:
m 0 0]1(d) [2k -k 07(q) [0
0 2m O0RG,r+|—-k 2k —k[igr=10 (4.146)
0 0 ml|ligs| | 0 —k 2k|lgs] [0

sau matriceal:

[m]ig}+ [k Ja} = {0} (4.147)
Solutia acestei ecuatii diferentiale este o solutie armonica de forma:
la}="{ajcos pt (4.148)
Inlocuind in ecuatia (4.7.20) se obtine ecuatia matriceala:
(- p2[m]+ [} = 0} (4.149)
care este echivalenta cu:
[k Ra} = p*[M]ia} (4.150)

a. determinarea lui p,,,.

Inmultind la stinga relatia (4.150) cu matricea [M]" se obtine ecuatia de
valori proprii:

MT [K]{aj= p? MM fa) = MK ]a}= p*{a) (4.151)

Folosind metoda iteratiei matriceale se determina valoarea proprie cea mai
mare A, = p? a matricei [4]=[M]|'[K] adica valoarea cea mai mare a pulsatiei
proprii p,..=p; a sistemului vibrator.

Din relatia matriceala (4.146) se obtin expresiile matricelor [M]" si [K]™":

100 1 0 0

[M]=ml0 2 0 :[M]*:io 1/2 0 (4.152)
00 1 "o 0 1
2 -1 0 3/4 1/2 1/4

[K]=K -1 2 —1:>[K]“=%1/2 1 1/2 (4.153)
0 -1 2 1/4 1/2 3/4

Rezulta expresia matricei [A4]:

2 -1 0
[A]:[M]’I[K]:g -1/2 1 -1/2 (4.154)
0 -1 2

Se foloseste pentru inceput vectorul:

i ={1 o 1} (4.155)
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Ceilalti vectori se calculeaza prin iteratie cu ajutorul relatiei:
iV = [affry ™ m=0,1,2, ..., n-1 (4.156)

Se obtine succesiv:

2 -1 0 1 2
{Y}(“=i “12 1 —12flob=Kl
m m
0o -1 2 |\ 2
o 2 -1 0 ]2 2[5
yi - k k
=ll-172 1 —2f-1p= 5] -3
m m
0o -1 2 |2 5
S 2 -1 0 5 13
k k
v} = (—j -1/2 1 -1/2)K-3 =[—) -8 (4.157)
m m
0 -1 2 |5 13
I 5 13
3 3
Y (ﬁj -1/2 1 -1/2{-3 =(ﬁ] -8
m m
I 5 13
I 13 34
4 4
{Y}(”:(i] -1/2 1 -1/2[3-8 =(£] -21
m m
0 - 13 34
o 2T o) s ®
{Y}“’:[—J -1/2 1 -1/28-21t= —j ~55
m m
0 -1 2 |34 89
N (R e[ 233
{Y}m:(—] -1/2 1 -1/2[{-55 :[—j —144
m m
0 -1 2 || 8 233

Rezultatele obtinute dupa iteratia a saptea se pot considera suficient de
precise deoarece raportul elementelor corespunzitoare vectorilor {Y}”/ si {r}(®
difera la a patra zecimala:

7 7 7
D A

k
—2,618(—) (4.158)
o T

Cea mai mare valoare proprie a matricei [4] si valoarea pulsatiei prorii
corespunzatoare modului de vibratie de frecventa maxima sunt:
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4 =2618%
m

Py = ‘f2,618i = 1,618\/z
m m

Vectorul propriu corespunziator modului de vibratie de frecventa maxima

(4.159)

se obtine normalizand elementele vectorului {¥}(”’:
. 233 0,648
Xl =——{-144=4-04 4.160
¥h =359 (4.160)
233 0,648

b. determinarea lui p,,,

Inmultind la stanga relatia (4.150) cu matricea [K]"

matriceala de valori proprii:

K1 [Klia)=p*[k]'M}a) o [K]-I[M]{a}:ﬁ{a} (4.160)

se obtine ecuatia

Folosind aceeasi metodd a iteratiei matriceale se determind valoarea
proprie cea mai mare A4 =1/p} a matricei [B]=[K]|'[M] adici valoarea cea mai
mica a pulsatiei proprii (pulsatia fundamentald p,,;,, =p, ) a sistemului vibrator.

Matricea [B] are expresia

3/4 1 1/4
[B]=[kT'[M]=2{1/2 2 1/2 (4.161)
/4 1 3/4
Se foloseste pentru inceput vectorul oarecare:
W ={1 11} (4.162)
si se calculeaza ceilalti vectori cu ajutorul formulei de iteratie (4.7.27) si se obtine:
3/4 1 1/4|1 2
V=22 2 121 =243

k
174 1 3/4||1 2
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,[3/74 1 1/4](2 5[5
{Y}(”:(%j 172 2 1/2 43 :(%j 8
174 1 3/4)[2 5
(374 1 1/4](5 5 (13
{Y}(”:[%] 1/2 2 1/28 =(%] 21 (4.163)
1/4 1 3/4|[5 13
,[3/74 1 1/4]13 5 [34
{Y}W:(%] 172 2 1/2 421 :(%j 55
174 1 3/4)[13 34
J374 1 1/4](34 .89
{Y}(”:(%j 1/2 2 1/2|{55 :(%} 144
1/4 1 3/4|34 89

- (4.163)
3/4 1 1/41| 89 233

5 5
{Y}("’):(ﬂj 172 2 1/2 144 =(%j 377
1/4 1 3/4||89 233

Rezultatele obtinute la iteratia a sasea se pot considera suficient de precise
intrucat raportul elementelor corespunzitoare vectorilor {¥}'* si {r}*’ difera la a
patra zecimala:

(6) (6) (6)
N b (4.164)
N1 2 Y3 k

Cea mai mare valoare proprie a matricei [B] si valoarea pulsatiei prorii
corespunzatoare modului de vibratie de frecventd minima sunt:

X =26182
k

1 . (4.165)
= 26187 = p, =0,618\/:
P k "

Vectorul propriu corespunzator modului fundamental de vibratie se obtine
normalizand elementele vectorului {Y}*:

233 0,465

{X}]:L 3770 =10,753 (4.166)
5007
233| 0465



5. METODE NUMERICE
CU DIFERENTE FINITE

Metodele numerice de interoplare, derivare, integrare sau de rezolvare a
ecuatiilor diferentiale cu diferente finite, folosesc valorile discrete ale functiei,
adica valorile intr-un numar finit de puncte ale domeniului de definitie, numite
noduri ale retelei. Rezolvarea unor astfel de probleme pe baza unui set de valori
discrete ale functiilor continue care nu necesitd cunoasterea analiticd a functiei,
utilizeaza trei tipuri de diferente finite: progresive (sau la dreapta), regresive (sau la
stinga) si centrale. In acest capitol sunt prezentate definitiile si proprietatile celor
trei tipuri de diferente finite si trei aplicatii privind calculul derivatelor unei functii
cu ajutorul diferentelor finite.

5.1. Diferente progresive

Se considera o functie continud de n ori derivabild f: [a¢, b]|> R si un
numar n de puncte din intervalul de definitie, numite noduri ale retelei, egal
departate intre ele si situate la distanta 4, notate cu: xp=a, X;, . . ., Xi.1, Xjy Xi+1, - - - »
x,=b , Valorile functiei In nodurile retelei sunt notate cu: vy, vy, ... Yis, Yi Vitlr - V-
Se definesc diferentele progresive ale functiei f(x) In nodurile retelei cu ajutorul
relatiilor:

Ay =Yy~ Vi
2
Ay =AMAY;)= i =2+ i
3 2
A y,-=A(A y,-)=y,-+3—3y,-+z +3Yip1 = Vi (5.1

Ay, =AY, )= 3s =493 + 63100 — 4y + 1,

A"y, = MM, )= Vi = Coians + Con +on (D C i (1),
Dezvoltand in serie Taylor functia f{x) in dreapta punctului x se obtine:

’ hz " h3 "
fx+n)=f(x)+nf (x)+7f (x)+?f (x)+.. (5.2)
Operatorii diferentiali D D°, D’, ... definiti astfel:

Df =f'(x); D*f=f"(x); D’f=f"(x); .. (5.3)
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satisfac legile algebrei privind distributivitatea, comutativitatea, Inmultirea cu o
constanta si asociativitate in raport cu operatiile de adunare si Tnmultire, adicé au
proprietatile:
D(f +g)=Df +Dg
Df + Dg = Dg + Df
D(cf ) =cDf;
Dm(an): Dm+nf

(5.4)

Dezvoltarea in serie Taylor a functiei f{x) (5.2) se mai poate scrie simbolic,
folosind operatorii diferentiali D, D’, ... definiti mai sus, astfel:

2 3
f(x+h)=(1+hD+%D2 Jr%D3 +...Jf(x) (5.5)
Tinand seama de dezvoltarea in serie a functiei exponentiale e¢':
2.3
= lrxt Xy (5.6)
2 3
prin analogie, relatia (5.5) se poate scrie simbolic astfel:
S+ h)=e" f(x) (5.7)
Notand y;=f(x); yi+;=f(x+h) relatia (5.7) se mai scrie simbolic sub forma:
yin =€y, (5:8)

Expresiile diferentelor progresive A, A’, A°,... in functie de operatorii
diferentiali D, D°, D’, ... se obtin cu ajutorul calculului simbolic. Astfel conform
relatiilor (5.1) si (5.8) prima diferenta progresiva se scrie:

Ay, =Y — Vi :(ehD _1).1’1‘ (5.9)
Prin identificare rezulta relatia simbolica intre operatorii A si D:
A=e"P -1 (5.10)

Tindnd seama de dezvoltarea in serie (5.6) a functiei exponentiale in
scriere simbolica:
302 1313 24p4 1505 1616 17p7
ehD:1+hD+hD +hD +hD +hD +hD +hD +... (5.11)
2 6 24 120 720 5040

si Inlocuind in relatia (5.10) rezultd expresia simbolicai a primei diferente
progresive A 1n functie de operatorii diferentiali ai functiei f{x):

A=+ p? + Lppr e Lptpt o Lpsps o L pepe s (5.12)
2 6 24 120 720
Diferentele finite de ordin superior (A%, A’>, A* A’ A° ..) se obtin prin
ridicarea simbolica la putere a expresiei (5.10). Dacé se retin primele sapte derivate
ale functiei f(x) din dezvoltarea (5.11) se obtine:
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:(ehD 1)Z WD’ +1’ D3+ Sh ipty L 2 Sps 2L pspe s LT (5.13)
20 40

(eh 1)3 h D3+3h D4+5h D5+3h D°+ 1‘;30},71)7 (5.14)

(eh ) =h*D* +20°D’ + 163h6D6+3h D’ (5.15)

(ehD 1)5 =} D5+2h D°+ 130h D’ (5.16)

(e” ) =h°D® +3h’D’ (5.17)

Aplicatia 5.1

Si se determine primele sase diferente progresive ale functiei f(x)=x*—Inx

definita pe intervalul [1; 2,6], dacad se cunosc valorile ei In 17 puncte echidistante
situate la distanta #=0,1. Sa se verifice rezultatele obtinute folosind relatiile (5.12)
.. (5.17) cu primele sase derivate ale functiei f{x).

Rezolvare
Valorile diferentelor finite progresive se calculeaza cu relatiile (5.1) si sunt

date in tabelul 5.1:

Tabelul 5.1
i Xi Vi Ay Azyi 413)71' 414)71' AS)’;‘ A i
0 1 | 1.000000 |0.114690{0.028299| -0.001330 |0.000296( -0.000082 | 0.000026
1 | 1.1] 1.114690 [0.142989(0.026969| -0.001034 {0.000214| -0.000055 | 0.000017
2 | 1.2] 1.257678 [0.169957]0.025935] -0.000820 {0.000159] -0.000039 | 0.000011
3 [1.3] 1.427636 |0.195892(0.025115] -0.000661 |0.000120( -0.000028 | 0.000007
4 |1.4] 1.623528 (0.221007(0.024454] -0.000540 [0.000093 | -0.000020 | 0.000005
5 [ 1.5] 1.844535 10.245461(0.023914( -0.000448 |10.000073 | -0.000015 | 0.000004
6 [1.6] 2.089996 10.269375(0.023466( -0.000375 |0.000058 | -0.000011 | 0.000003
7 [ 1.7 2.359372 10.292842(0.023091( -0.000317 |0.000046 | -0.000009 | 0.000002
8 | 1.8 2.652213 [0.315933]0.022774| -0.000271 {0.000038| -0.000007 | 0.000001
9 [1.9] 2.968146 |0.338707(0.022503 -0.000233 |0.000031 | -0.000005 | 0.000001
10 | 2 [ 3.306853 |0.361210(0.022270( -0.000202 |0.000026| -0.000004 [ 0.000001
11 [ 2.1 3.668063 |0.383480(0.022068 -0.000176 |0.000022| -0.000003
12 [ 2.2 (5.1.051543]0.4055480.021892 -0.000155 |0.000018
13 [2.3(5.1.457091]0.427440(0.021738( -0.000136
14 (2.4 (5.1.884531]0.449178(0.021601
15 [2.5 5.333709 |0.470779
16 2.6 [ 5.804489

Expresiile derivatelor functiei f(x)= x% —Inx sunt:
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2 .
_3;

24 1xz (5-18)
SO =S S =2 )=
X X X

Fx)=20=15 f(x) =245 f7(x)=-
X X

Folosind formulele de calcul ale diferentelor finite (5.12) ... (5.17) si
retindnd primele sase derivare se obtin valorile din tabelul 5.2.

Tabelul 5.2
i x; Vi Ay; A%y Ay Ay
0 1 1.000000 0.114692 0.028350 -0.001100 0.000600
1 1.1 1.114690 0.142990 0.027001 -0.000888 0.000410
2 1.2 1.257678 0.169958 0.025956 -0.000723 0.000289
3 1.3 1.427636 0.195893 0.025129 -0.000595 0.000210
4 14 1.623528 0.221007 0.024464 -0.000495 0.000156
5 1.5 1.844535 0.245462 0.023921 -0.000415 0.000119
6 1.6 2.089996 0.269376 0.023471 -0.000351 0.000092
7 1.7 2.359372 0.292842 0.023095 -0.000299 0.000072
8 1.8 2.652213 0.315933 0.022777 -0.000257 0.000057
9 1.9 2.968146 0.338707 0.022505 -0.000223 0.000046
10 2 3.306853 0.36121 0.022272 -0.000194 0.000038
11 2.1 3.668063 0.38348 0.02207 -0.000170 0.000031
12 2.2 5.1.051543 0.405548 0.021893 -0.000149 0.000026
13 2.3 5.1.457091 0.42744 0.021738 -0.000132
14 2.4 5.1.884531 0.449178 0.021602
15 2.5 5.333709 0.470779
16 2.6 5.804489

Din analiza rezultatelor obtinute prin cele doud metode se observa o buna
apropiere a rezultatelor pentru primele trei diferente finite. Pentru diferentele finite
de ordin superior se constatd erori de calcul mai mari datoritd numarului redus de
termeni ai aproximarii §i a erorilor care se cumuleaza la calculul diferentelor finite.

5.2. Diferente regresive

Se considera o functie continua de n ori derivabild f: [a, b]> R siun
numar #n de puncte din intervalul de definitie egal departate intre ele si situate la
distanta A, notate cu: xp=a, x;, . .., Xi;, X, Xi+1, - - . , X,=b , Valorile functiei in
nodurile retelei sunt notate cu: yy, v, ... Vis, Vi Vit - Var

Se definesc diferentele regresive (sau la stdnga) ale functiei f{x) in
nodurile retelei astfel:

> Vyi=yi—via

2
> V2 =V(Vy) =i -2y + Vi
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> Vi =V(V2y,~)=y,~ =3y +3yis0 = Vi3 (5.19)

3 2
> Vy =V(V yi)=yi—3yl>1 +3yi 20— Vi3

1 2 -1 qn-1
> V'i=yi-Cia+ Gyt A ()" TG i (1) v,
Dezvoltand in serie Taylor functia f{x) in stanga punctului x se obtine:

Flx=h)= 100+ o () -2

Tindnd seama de proprietatile operatorului diferential prezentate la
paragraful 5.1 si de dezvoltarea in serie a functiei exponentiale:

P A A

e =l-x+ - =4 (5.21)
2 6 24 120

se poate exprima dezvoltarea in serie Taylor (5.20) sub forma simbolica astfel:

flx=h)= (1 —hD+§D2 —h—631)3 +...jf(x): e y(x) (5.22)

Fm()+ .. (5.20)

Notand y;=y(x); y.;=y(x-h) relatia (5.22) se scrie sub forma simbolica
astfel:
via=e "y, (5.23)
Diferenta regresiva de ordinul unu se scrie sub forma simbolica:
Vy, =y -y =1-e ), (5.24)

Prin identificare in relatia (5.24) se obtine expresia simbolica a primei
diferente regresive V in functie de operatorii diferentiali ai functiei f{x):

n’D* h’D’ w*D' n’D> h°D°  A'DT (5.25)
2 6 24 120 720 5040

In mod similar se determind diferentele regresive de ordin superior in
functie de operatorii diferentiali ai functiei f{x):

V=l-e" =hD-

VZ= (1—5“’)2 i i D +Lptpt = Lips 2l pipe - Lyt (526
12 4 320 40
V3= (1 —e—“’)3 _ WD} 2Dt + 2555 = 2o pS + BT - (5.27)
2 4 4 120
vi= (1—e"’D)4 =h*D*-21°D’ +%h6D6 —§h7D7 e (5.28)
v5:(1—e‘hD)5 =h°D’ —§h6D6 +?h7D7 - (5.29)

Vo= (i—ef =nop° —307D7 +.. (5.30)
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Aplicatia 5.2

Sa se determine primele sase diferente regresive ale functiei f(x)=x*—Inx
definita pe intervalul [1; 2,6], dacd se cunosc valorile ei in 17 puncte echidistante
situate la distanta £=0,1. Sa se verifice rezultatele obtinute folosind relatiile (5.25)
... (5.30) cu primele sase derivate ale functiei f(x).

Rezolvare

Valorile diferentelor finite regresive se calculeaza cu relatiile (5.19) si sunt
date 1n tabelul 5.3:

Tabelul 5.3
[ Xi Vi Vi szi ngi dei Vyi Vﬁy,-
0 1 1.000000
1 | 1.1] 1.235690 [0.235690
2 | 1.2] 1.545678 [0.309989(0.074299
3 [1.3] 1.934636 |0.388957(0.078969( 0.004670
4 | 1.4 2.407528 [0.472892]0.083935]| 0.004966 | 0.000296
5 [ 1.5] 2.969535 10.562007(0.089115| 0.005180 | 0.000214 [ -0.000082
6 [1.6] 3.625996 |0.656461(0.094454( 0.005339 | 0.000159 | -0.000055 {0.000026
7 | 1.715.2.382372]0.756375(0.099914( 0.005460 | 0.000120 | -0.000039 {0.000017
8 | 1.8 5244213 [0.861842|0.105466( 0.005552 | 0.000093 | -0.000028 {0.000011
9 [1.9] 6.217146 |0.972933(0.111091( 0.005625 | 0.000073 | -0.000020 {0.000007
10 | 2 [ 7.306853 |1.089707|0.116774| 0.005683 | 0.000058 | -0.000015 [0.000005
11 [ 2.1 8.519063 |1.212210(0.122503| 0.005729 | 0.000046 | -0.000011 |0.000004
12 [ 2.2 | 9.859543 |1.340480(0.128270( 0.005767 | 0.000038 | -0.000009 [0.000003
13 [2.3(11.334091 |1.4745480.134068( 0.005798 | 0.000031 | -0.000007 {0.000002
14 [2.4(12.948531|1.614440(0.139892( 0.005824 | 0.000026 [ -0.000005 [0.000001
15 [2.5(15.2.70871|1.760178(0.145738| 0.005845 | 0.000022 {-0.000004 [0.000001
16 [2.6 [16.620489|1.911779(0.151601| 0.005864 | 0.000018 [ -0.000003 [0.000001

Expresiile primelor sase derivate ale functiei f(x)=x>—Inx sunt date de

relatiile (5.18). Folosind relatiile (5.25) ... (5.30) si inlocuind valorile obtinute
pentru primele sase derivate ale functiei se obtin valorile din tabelul 5.4.

Tabelul 5.4

X Vi Vi Vy; Vy; 'y,

1 1.000000
1.1 1.235690 0.235691

1.2 1.545678 0.309989 0.070006

1.3 1.934636 0.388958 0.074271 0.000135

1.4 2.407528 0.472892 0.078950 0.000373 0.000410

1.5 2.969535 0.562007 0.083922 0.000533 0.000289

1.6 3.625996 0.656462 0.089106 0.000644 0.000210

1.7 5.2.382372 0.756376 0.094448 0.000723 0.000156

XA N[N |[PR[W[|—|O| =~

1.8 5.244213 0.861842 0.099909 0.000781 0.000119
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9 1.9 6.217146 0.972933 0.105463 0.000824 0.000092

10 2 7.306853 1.089707 0.111089 0.000857 0.000072
11 2.1 8.519063 1.212210 0.116772 0.000882 0.000057
12 2.2 9.859543 1.340480 0.122502 0.000902 0.000046

13 23 11.334091 1.474548 0.128269 0.000918 0.000038
14 2.4 12.948531 1.614440 0.134067 0.000930 0.000031
15 2.5 15.2.708709 1.760178 0.139891 0.000940 0.000026
16 2.6 16.620489 1.911779 0.145737 0.000949 0.000021

Din analiza rezultatelor obtinute prin cele doua metode se observa o buna
apropiere a rezultatelor pentru primele trei diferente finite. Pentru diferentele finite
de ordin superior se constatd erori de calcul mari datorita numarului redus de
termeni ai aproximarii §i a erorilor care se cumuleaza la calculul diferentelor finite.

5.3. Diferente centrale

Se considera o functie continud de » ori derivabilda f: [a, b]> R si un
numar n de puncte din intervalul de definitie, numite noduri ale retelei, egal
departate intre ele si situate la distanta 4/2, notate cu: a=xy, ... Xi2 Xi32 Xi1 Xii/2
Xiy Xiv1/2 Xix1, Xiv32 Xiv2, ... X,=b. Valorile functiei In nodurile retelei sunt notate cu:
Yo --Yi2 Vi3 Viet, Yier2 Vi Yiv1/2, Vi, Vit3/2 YViv2r -o-Vne

Se definesc diferentele centrale a functiei f(x) in punctul x; , astfel:

Oy =Yir1/2 = Yi1/2

82y, =01/ = Yii/2)= Vi =20 +Via

5 Yi= 5(J’i+1 =2y, +)’i—1):J’i+3/2 =3Vin2+3Vic2 — Vi

5%y = 8(6%7,)= yia ~4vi + 631 47,1+ yis (5.31)

5 4
0y = 5(5 )’i): Visss2 =5Vir3/2 10Vi1,0 =10y, /2 +5Yi30 = Viss /2

YV V V V V V

5%y, =0 (5 >y, )= Yirz =6Vi2 +15y:4 =20y, +15y,, —6y,, + ;3

P 5(5"41 v)

Pentru a se evita folosirea valorilor functiei f{x) in punctele intermediare:
. Xi3/2 Xi1 Xivl Xizo ... S€ introduc diferentele medii centrale impare, definite
ca medii ale diferentelor centrale impare in punctele intermediare:

1 1 1
> uoy; = E(@’H/z + @’M/z): E[(J’i —Yia )+ (J/i+1 —JVi )]: E()’m —)’H) (5.32)

1
> ﬂ53J’i :Ebmz =2y 2y —y,»,z] (5.33)

1
> #55)4' :Eb’m =4V 5V — 5V 4V, _J’i-3] (5.34)
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A
Y : y=x)
EYi+3/2
Vi1 E Vi E Vi1 E Vi+2
h2 Vh/2 (W2 VW2 | W2 /2
O | xi1 X; Xi+] Xi+2 X g
Fig.5.1

Din punct de vedere geometric, medierea diferentelor centrale impare este
echivalenta cu aproximarea pantei tangentei la graficul lui f(x) in punctul (x; y;) cu
panta coardei care trece prin punctele (x.;, vi.;) si (Xi+7, yi+s) (fig. 5.1).

Medierea lui y; se poate realiza cu ajutorul operatorului mediator

1
My :E()’H/z +)’f+1/2) (5.35)

Se poate gasi o relatie de legaturd dintre operatorul mediator u si
2
operatorul 8, calculand (/y; si [1+%in :

1 171 1 1
Wy = ﬂ[;(ymz + Vi )} = E[E(yl- + Vi )+5(ym +; )} = Z(ym +2y; +¥:4) (5.36)

5’ 1 1
[l +ij,- =yt O =20+ )= i + 20 01 (5.37)

Rezulta relatia simbolica intre operatorul mediator y si operatorul o:
2
P :[H%} (5.38)

Tinand seama de relatiile (5.8) si (5.23), relatia (5.32) se scrie:

1 oD _ o=hD
o'y, :E(yiﬂ — Vi ): [T]% =sh(hD)y; (5.39)

Din relatia (5.39) rezulta urmatoarea relatie simbolica intre diferenta centrala
medie wd si operatorul diferential D:

ud =sh(hD) (5.40)

Dezvoltarea in serie a functiei f{x)=shx este:

shx:x+lx3+Lx5+... (541
6 120
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Din relatia (5.40) se obtine expresia simbolica a primei diferente centrale
medii in functie de operatorii diferentiali D, D’, D’, ...

,u5=hD+%h3D3 +$h5D5 i (5.42)

A doua diferentd centrald datd de relatia (5.32) se poate scrie simbolic
folosind expresiile (5.8) si (5.23) pentru y;; $i yi.;:

ehD + €_hD
8%y = Vi =24y =2 —— -1 (5.43)
Din relatia (5.43) rezultd urmitoarea relatie simbolica intre operatorii & si D:
6% =2ch(hD ) -1] (5.44)
Dezvoltarea in serie a functiei chx este:
ch)c=1+ix2 +ix4 +ix6 +... (5.45)
2/ 4/ 6/

Din relatia (5.44) se obtine expresia simbolica a celei de a doua diferente
centrale & in functie de operatorii diferentiali D’ D’ D D¢ ..
5% =h’D? +Lh4D4 +Lh6D6 +L}18D8 +... (5.46)
12 360 20160
Expresia simbolica a celei de a treia diferente centrale medii se obtine prin
inmultirea simbolicd a operatorilor 45 si & date de relatiile (5.42) si (5.46) si se
scrie simbolic:

us® =n’D? Awpie Lypry (5.47)
4 40

Expresia simbolicd a celei de a patra diferente centrale in functie de
derivatele D°, D, D D° .. se obtine prin ridicarea simbolici la patrat a
operatorului & dat de relatia (5.22) si se scrie simbolic:

st =n*p*+ Lpope Lysps o (5.48)
6 80

Diferentele centrale medii (impare) si diferente centrale (pare) se
calculeaza folosind acelasi algoritm:

us® =h’D’ +%h7D7 4. (5.49)

5% =h°D" +%h8D8 +.. (5.50)
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Aplicatia 5.3

Sa se determine diferentele centrale pentru valorile functiei f(x)=x*—Inx
definita pe intervalul [/, 2,5] in puncte echidistante situate la distanta £=0,1 sisa
se verifice rezultatele folosind relatiile (5.42), (5.46)... (5.50) intre operatorii
diferentelor centrale us, & ud, &, ud si & si operatorii diferentiali D, D°, D’...

Rezolvare

Folosind formulele (5.31) ... (5.34) pentru calculul diferentelor centrale
pare: &, &, & respectiv a diferentelor centrale medii impare ud, ud, ud se obtin
valorile din tabelul 5.5.

Expresiile primelor opt derivate ale functiei f(x) sunt:

fx)=2e=—i [(x)=24 5 f"'(x)=—%; )=
(5.51)
S ()= - 5, F(x)= 120‘ S =22 )= 5040
Tabelul 5.5
i | xi Vi HOYE Syi uSyi S'yi 1S'yi Syi
0 1 1.000000
1 | 1.1 1.114690 [0.128839]0.028299
2 [1.2] 1.257678 10.156473{0.026969| -0.001182 [0.000296
3 [ 1.3 1.427636 [0.18292510.025935] -0.000927 10.000214( -0.057414
4 [1.4] 1.623528 10.208450(0.025115| -0.000740 [0.000159] -0.071541 | 0.000017
5 [1.5] 1.844535 (0.23323410.024454| -0.000601 |0.000120( -0.085012 | 0.000011
6 [1.6| 2.089996 [0.257418(0.023914] -0.000494 |10.000093( -0.097970 | 0.000007
7 [ 1.7 2.359372 [0.281108(0.023466]| -0.000411 |10.000073( -0.110521 | 0.000005
8 | 1.8 2.652213 [0.304387]0.023091( -0.000346 [0.000058| -0.122744 | 0.000004
9 [1.9( 2.968146 [0.327320(0.022774] -0.000294 10.000046( -0.134698 | 0.000003
10 | 2 | 3.306853 [0.349958(0.022503] -0.000252 |10.000038| -0.146428 | 0.000002
11 [ 2.1 | 3.668063 [0.37234510.022270] -0.000217 10.000031 | -0.157972 | 0.000001
12 2.2 (5.3.051543{0.39451410.022068| -0.000189 10.000026| -0.169358 | 0.000001
13 2.3 (5.3.457091{0.41649410.021892| -0.000165 |0.000022 | -0.180609
14 | 2.4 (5.3.884531{0.438309(0.021738] -0.000145 10.000018
15 [ 2.5 5.333709 {0.4599790.021601
16 | 2.6 | 5.804489

Inlocuind valorile obtinute pentru primele opt derivate ale functiei in
relatiile (5.42), (5.46)... (5.50) pentru determinarea diferentelor centrale se obtin
valorile din tabelul 5.6.
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Tabelul 5.6

i xi Vi LOYE Syi 1S'yi S'yi
0 1 1.000000
1 1.1 1.114690 0.128839 | 0.028299
2 1.2 1.257678 0.156473 | 0.026969 | -0.001182 0.000289
3 1.3 1.427636 0.182925 | 0.025935 | -0.000926 0.000210
4 1.4 1.623528 0.208450 | 0.025115 | -0.000740 0.000156
5 1.5 1.844535 0.233234 | 0.024454 | -0.000600 0.000119
6 1.6 2.089996 0.257418 | 0.023914 | -0.000494 0.000092
7 1.7 2.359372 0.281108 | 0.023466 | -0.000411 0.000072
8 1.8 2.652213 0.304387 | 0.023091 | -0.000346 0.000057
9 1.9 2.968146 0.327320 | 0.022774 | -0.000294 0.000046
10 2 3.306853 0.349958 | 0.022503 | -0.000252 0.000038
11 2.1 3.668063 0.372345 | 0.022270 | -0.000217 0.000031
12 2.2 5.3.051543 | 0.394514 | 0.022068 | -0.000189 0.000026
13 2.3 5.3.457091 | 0.416494 | 0.021892 | -0.000165 0.000021
14 24 5.3.884531 | 0.438309 | 0.021738 | -0.000145 0.000018
15 2.5 5.333709 0.459979 | 0.021601
16 2.6 5.804489

Din analiza rezultatelor obtinute in cele doud tabele se observd o buna

apropiere a rezultatelor pentru primele patru diferente finite. Fatd de celelalte
rezultate obtinute cu diferente finite progresive si regresive, se constata in acest caz
o mai bund apropiere a rezultatelor obtinite prin cele doud metode. Folosirea
diferentelor finite centrale si centrale medii asigurd o precizie mai ridicata a
calculelor.

5.4. Derivarea cu ajutorul diferentelor finite

O aplicatie imediata a calculului cu diferente finite o reprezinta derivarea
cu ajutorul diferentelor finite prezentata in continuare.

5.4.1. Derivarea cu ajutorul diferentelor progresive

Tindnd seama de relatiile simbolice (5.12) ... (5.17) dintre operatorii
diferentelor finite progresive 4, A>, A, ... si operatorii diferentiali D, D°, D’ ... se
pot scrie urmatoarele relatii:

3
p=A_Lypr_Ly2ps_ p3 A _3upt 3,2
h 2 6 I 4 (5.52)
) A 3 7 .04 A 13 '
D*=—-hD>——h"D"—.. |p*==__2pp3 - =Zj%p°

Ordinul erorilor de aproximare pentru calculul derivatelor de ordinul I, II,
Il si IV se determina astfel:
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» daca se ia in considerare doar primul termen al relatiilor (5.52), se obtin relatii
de calcul ale derivatelor cu o eroare de ordinul lui /:

Ay 1
Dy, =%+0(h) = (i =)

2 Ay,
Dyi== ’+0(h)_h (Viv2 = 20i01 + ;)
(5.53)
A3
Dy, = 0= 3 (i3 =3v02 #3551 =)
4
i A
Dy; = 3 '+0(h)—h (Viea =43 +6Y 0 — 41+ ;)

» daca se iau in considerare doar primii doi termeni al relatiilor (5.52) si se
inlocuieste in prima relatie (5.52) expresia lui D’ datd de a doua relatie, in a
doua relatie expresia lui D’ data de a treia relatie si in a treia relatie expresia
lui D* datd de a patra relatie(5.52), se obtin urmitoarele relatii de calcul ale
derivatelor cu o eroare de ordinul lui A:

1
Dy, =% [A}’i -

2
; 1
: J+0(h2) = Wi ) 00
2 2h
1
Dzy h (A Vi -A yl)+(Yh2)_7(2yl 5yz+l +4yl+2 yl+3)+0(h ) (554)

1 an?
DY; = fE [A3y' % }fo(hz) —*( 59 18 ~2452 143 =i+ 0K

O altd metoda utilizatd pentru scrierea expresiilor derivatelor in functie de
diferentele progresive are la bazd dezvoltarea in serie a relatiei simbolice (5.10)
dintre operatorii D si A:

P =1+A o hD=In(1+A) (5.55)

Formula de dezvoltare in serie a functiei /n(1+ x) se scrie astfel:
2 3 4 5
X X X X
In(l+x)=x—"—+"—-"—+"——.. 5.56
( / 2 3 4 5 ( )

Tinand seama de aceasta, relatia (5.55) devine:
2 A3 A4 A5
pp=a-S A A A (5.57)
2 3 4 5

Pentru calculul derivatelor se Imparte relatia (5.7) cu 4 si ridica simbolic la
diferite puteri obtinandu-se urmatoarele relatii simbolice pentru calculul derivatelor
in functie de diferentele finite progresive:
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D:l(A Tar L %A4+%A5...)

3

zzl[Az A3+ §A5+...j
n? 6

3:%(& Pl A5 ) (5.58)
h

4:%(&‘ INE +j
h

D’ = S(AS §A6 265A +)

h

Primii doi termeni din parantezele relatiei (5.58) sunt identici cu cei
obtinuti prin prima metoda, conform relatiilor (5.54).

Aplicatia 5.4
Folosind relatiile (5.58) de derivare cu ajutorul diferentelor finite
progresive sa se determine derivatele de ordinul I, II, III, IV si V pentru functia
f(x)= x’ — Inx 1in punctul x=1 daca functia este definit discret in punctele: x=1;
Ll ..;26.
Rezolvare

» diferentele progresive ale functiei f(x) calculate in punctele: x=1, 1,1... 2 sunt
prezentate in tabelul 5.7;

» valorile derivatelor functiei f{x) calculate in punctele: x=17, 1,1... 2 folosind
primele sase diferente finite progresive cu ajutorul relatiilor (5.58) sunt
prezentate in tabelul 5.8;

» valorile exacte ale derivatelor in punctele respective calculate cu ajutorul
relatiilor (5.51) pentru verificarea rezultatelor sunt prezentate in tabelul 5.9.

Tabelul 5.7
xi yi A A A A A A
1 1 0.1146898 | 0.028299 | -0.001330 | 0.000296 | -0.000082 | 0.000026

1.1 [ 1.11469 |0.1429886 [ 0.026969 | -0.001034 | 0.000214 | -0.000055 | 0.000017
1.2 |1.257678(0.1699573 | 0.025935 | -0.000820 | 0.000159 | -0.000039 | 0.000011
1.3 |1.427636( 0.195892 | 0.025115 | -0.000661 | 0.000120 | -0.000028 | 0.000007
1.4 [1.623528]0.2210071 [ 0.024454 | -0.000540 | 0.000093 | -0.000020 [ 0.000005
1.5 [1.844535]0.2454615( 0.023914 | -0.000448 | 0.000073 | -0.000015 | 0.000004
1.6 |2.089996(0.2693754 | 0.023466 | -0.000375 | 0.000058 | -0.000011 [ 0.000003
1.7 12.359372{0.2928416| 0.023091 | -0.000317 | 0.000046 | -0.000009 | 0.000002
1.8 [2.652213]0.3159328  0.022774 | -0.000271 | 0.000038 | -0.000007 | 0.000001
1.9 [2.968146|0.3387067 [ 0.022503 | -0.000233 | 0.000031 | -0.000005 | 0.000001
2 [3.306853]0.3612098 | 0.02227 | -0.000202 | 0.000026 | -0.000004 [ 0.000001
2.1 [3.668063| 0.38348 [ 0.022068 | -0.000176 | 0.000022 | -0.000003
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2.2 |4.051543(0.4055482| 0.021892 | -0.000155 [ 0.000018

2.3 14.457091(0.4274404| 0.021738 | -0.000136

2.4 [4.884531| 0.449178 | 0.021601

2.5 15.333709(0.4707793

2.6 |5.804489

Tabelul 5.8
X ) S /) /) V) [T
1 1.000000 | 1.000022 | 2.996870 | -1.917759 | 5.350459 |-14.811664
1.1 1.114690 | 1.290922 | 2.824522 | -1.452357 | 3.728104 | -9.748731
1.2 1.257678 | 1.566674 | 2.693217 | -1.125486 | 2.673510 |-7.5.619935
1.3 1.427636 | 1.830774 | 2.590908 | -0.889394 | 1.965034 | -4.617926
1.4 1.623528 | 2.085717 | 2.509657 | -0.714737 | 1.475402 | -3.297757
1.5 1.844535 | 2.333335 | 2.444065 | -0.582826 | 1.128573 | -2.404002
1.6 2.089996 | 2.575001 | 2.390356 | -0.481381 | 0.877533 | -1.784734
1.7 2.359372 | 2.811766 | 2.345827 | -0.402114 | 0.692320 | -1.346722
1.8 2.652213 | 3.044445 | 2.308499 | -0.339294 | 0.553330 | -1.031155
1.9 2968146 | 3.273685 | 2.276902 | -0.288878 | 0.447425 | -0.800004
2 3.306853 | 3.500000 | 2.249920 | -0.247956 | 0.365614 | -0.628131
Tabelul 5.9

x ) /() 7’6 7w | e | W
1 1.000000 | 1.000000 | 3.000000 | -2.000000 |7.5.000000
1.1 1.114690 | 1.290909 | 2.826446 | -1.502630 | 4.098081 |-14.902112
1.2 1.257678 | 1.566667 | 2.694444 | -1.157407 | 2.893519 | -9.645062
1.3 1.427636 | 1.830769 | 2.591716 | -0.910332 | 2.100767 |-7.5.463898
1.4 1.623528 | 2.085714 | 2.510204 | -0.728863 | 1.561849 | -4.462426
1.5 1.844535 | 2.333333 | 2.444444 | -0.592593 | 1.185185 | -3.160494
1.6 2.089996 | 2.575000 | 2.390625 | -0.488281 | 0.915527 | -2.288818
1.7 2.359372 | 2.811765 | 2.346021 | -0.407083 | 0.718382 | -1.690311
1.8 2.652213 | 3.044444 | 2.308642 | -0.342936 | 0.571559 | -1.270132
1.9 2.968146 | 3.273684 | 2.277008 | -0.291588 | 0.460402 | -0.969267
2 3.306853 | 3.500000 | 2.250000 | -0.250000 | 0.375000 | -0.750000

Din analiza rezultatelor obtinute folosind diferentele finite progresive
(tabelul 5.8) si prin calcul analitic (tabelul 5.9) rezulta erori cu atat mai mari cu cat
ordinul derivatei este mai mare datoritd erorilor care se cumuleazd la calculul
diferentelor finite.

5.4.2. Derivarea cu ajutorul diferentelor regresive
Tindnd seama de relatiile simbolice (5.25)...(5.30) dintre operatorii
diferentelor finite regresive V, |7 si operatorii diferentiali D, D’ D’ ... se
pot scrie urmatoarele relatii:
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v wD* wD? WD*
D=—+2"—" _ - +...
h 2 6 24
2 24
D> ::—2+hD3 - 7}’12D ..
3 4 215 (5-59)
, V3 3mD* sk*D
D :h_3+ 5 — 2 +...
4 2 6
D* ::—4+2hD5 —13]1—D+

Ordinul erorii de aproximare se poate determina astfel:

» dacd se ia in considerare doar primul termen al relatiilor (5.59), se obtin
urmatoarele relatii de calcul ale derivatelor cu o eroare de ordinul lui 4:

Vy, 1
Dy, :%+ 0(h) = ;(yi _Yi—1)+0(h)

- v2y, 1 5.60
D yi_h_2+0(h)_h_2(yi_2yi—l+yi—2)+0(h) (5.60)

Vv3y. 1
D%, =7y’+ 0(h) = h—z(yi ~3y, 43V, +y,3)+0(h)

> daca se inlocuieste in prima relatie (5.59) expresia lui D’ datd de a doua, in a
doua relatie expresia lui D’ dati de a treia si in a treia relatie expresia lui D
datd de a patra, se obtin urmatoarele relatii de calcul ale derivatelor cu o eroare
de ordinul lui /’:

D:%(V+v—2j+h23Ds _h33D4
1)2=hi(vz+v3)+“hlzzD4 (5.61)
D? :h%(w +¥J+ 7h1D5 +
Dy = %h(3y,~ ~ 4y, +3i0)+ 00
sau: DYy, :%(2%' — 5y + 40— i3)+ O(H) (5.62)

h
31 2
Dy = {57 =187 + 2430 =14y 5 + 33,0 + 008)
Epresiile derivatelor in functie de diferentele regresive corespunzitoare se
pot determina cu ajutorul dezvoltarii in serie a functiei /n(1- x):

2 3 4 5
ln(l—x)z—x—x— ————— _—.. (5.63)
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Tinand seama de relatia simbolica (5.24) dintre operatorii D si V-
e =1-V = -hD=In(1-V ) (5.64)

si de dezvoltarea in serie a functiei /n(I- x), se obtine relatia simbolica:

D=V +—+—+—+—+... (5.65)
2 3 4 5
2 3 4 o5
sau: D:l V+V—+v—+v—+v—+... (5.66)
h 2 3 4 5

Ridicand la putere relatia simbolica (5.66) se obtin operatorii diferentiali

superiori in functie de diferentele regresive:

D? :hl—z[vz +V? +%V4 +%V5 +j

D? :%(W +%V4 +%v5 +j
h (5.67)

D* :;—4(# +2V° Jr%v6 +j

D3 =hl—5(v5 +§v6 +2—65v7 +j

Se observa ca primii doi termeni ai parantezelor relatiei (5.67) sunt identici

cu cei obtinuti prin prima metoda din relatiile (5.61).

Aplicatia 5.5
Folosind relatiile (5.67) de derivare cu ajutorul diferentelor finite regresive

si se determine derivatele de ordinul I, II, III, IV si V pentru functia f{x)= x’— Inx
in punctul x=1 daca functia este definita discret in punctele: x=1, 1,1, ... ; 2,6.

Rezolvare
» diferentele regresive ale functiei f(x) calculate in punctele: x=1,; /,1... 2 sunt
prezentate in tabelul 5.10;
» valorile derivatelor functiei f{x) calculate in punctele: x=1; 1,1... 2 cu ajutorul
relatiilor (5.67) folosind primele sase diferente finite regresive sunt prezentate
in tabelul 5.11;
Tabelul 5.10
xi yi 4 v v v 4 4
1.0 | 1.000000
1.1 | 1.114690
1.2 | 1.257678 | 0.142989
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1.3 | 1.427636 | 0.169957 | 0.026969

1.4 | 1.623528 | 0.195892 | 0.025935

-0.001034

1.5 | 1.844535 | 0.221007 | 0.025115

-0.000820 | 0.000214

1.6 | 2.089996 | 0.245461 | 0.024454

-0.000661 | 0.000159

-0.000055

1.7 | 2.359372 | 0.269375 | 0.023914

-0.000540 | 0.000120

-0.000039 | 0.000017

1.8 | 2.652213 | 0.292842 | 0.023466

-0.000448 | 0.000093

-0.000028 | 0.000011

1.9 | 2.968146 | 0.315933 | 0.023091

-0.000375 | 0.000073

-0.000020 | 0.000007

2.0 | 3.306853 | 0.338707 | 0.022774

-0.000317 | 0.000058

-0.000015 | 0.000005

2.1 | 3.668063 | 0.361210 | 0.022503

-0.000271 | 0.000046

-0.000011 | 0.000004

2.2 | 4.051543 | 0.383480 | 0.022270

-0.000233 | 0.000038

-0.000009 | 0.000003

2.3 | 4457091 | 0.405548 | 0.022068

-0.000202 | 0.000031

-0.000007 | 0.000002

2.4 | 4.884531 | 0.427440 | 0.021892

-0.000176 | 0.000026

-0.000005 | 0.000001

2.5 | 5.333709 | 0.449178 | 0.021738

-0.000155 | 0.000022

-0.000004 | 0.000001

2.6 | 5.804489 | 0.470779 |0.021601

-0.000136 | 0.000018

-0.000003 | 0.000001

Tabelul 5.11

X S S S /")

f4x) S

1.7 | 2.359372 2.811773 2.345157 | -0.427526

0.908114 0.348766

1.8 2.652213 3.044450 2.308060 | -0.356746

0.689765 0.007450

1.9 | 2.968146 3.273688 2.276606 | -0.301148

0.536334 | -0.144410

2.0 3.306853 3.500002 2.249716 | -0.256762

0.425103 | -0.203240

2.1 3.668063 3.723811 2.226553 | -0.220834

0.342366 | -0.216690

2.2 | 4.051543 3.945456 2.206462 | -0.191404

0.279491 -0.208740

2.3 4.457091 4.165218 2.188925 | -0.167041

0.230836 | -0.191558

24 | 4.884531 4.383334 2.173527 | -0.146686

0.192597 | -0.171287

2.5 5.333709 4.600000 2.159936 | -0.129538

0.162138 | -0.150951

2.6 5.804489 4.815385 2.147879 | -0.114981

0.137589 | -0.131953

» valorile exacte ale derivatelor in punctele respective, determinate cu ajutorul

realatiilor :

fi(x)= 2x—— f(x)= 2+1

P x)===: f¥x)=

sunt prezentate in tabelul 5.12.

f"'(x)=—%; F) =2

Y (5.68)

N T

Tabelul 5.12

X J) S S /")

& T

1.7 2.359372 2.811765 2.346021| -0.407083

0.718382 -1.690311

1.8 2.652213 3.044444 2.308642| -0.342936

0.571559( -1.270132

1.9 2.968146 3.273684 2.277008| -0.291588

0.460402( -0.969267
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2.0 3.306853 3.500000 2.250000{ -0.250000 0.375000{ -0.750000
2.1 3.668063 3.723810 2.226757| -0.215959 0.308513 -0.587645

2.2 4.051543 3.945455 2.206612| -0.187829 0.256130( -0.465691

2.3 4.457091 4.165217 2.189036| -0.164379 0.214407( -0.372883

2.4 4.884531 4.383333 2.173611| -0.144676 0.180845( -0.301408
2.5 5.333709 4.600000 2.160000{ -0.128000 0.153600( -0.245760

2.6 5.804489 4.815385 2.147929| -0.113792 0.131298| -0.201997

Din analiza rezultatelor obtinute pentru primele cinci derivate folosind
diferentele finite regresive (tabelul 5.11) si prin calcul analitic (tabelul 5.12) rezulta
erori cu atat mai mari cu cat ordinul derivatei este mai mare datorita erorilor care se
cumuleaza la calculul diferentelor finite.

5.4.3. Derivarea cu ajutorul diferentelor finite centrale

Tinand seama relatiile simbolice (5.42), (5.46) ...(5.50) dintre operatorii
diferentelor centrale 6°, 6% &°,... si centrale medii x5 ud°, ud” ... si operatorii
diferentiali D, D5, D3, ... se pot scrie urmatoarele relatii:

p-1 y5—1h303 L spso
h 6 120

p=tfe Lyt Ljpeps_ (5.69)
n? 12 360

P usd’ Lpsps o Lypr
n 4 40

pt=tfs4_Lyops _Lsps
i 6 80

Pentru a obtine derivatele 1n functie de diferentele centrale medii, respectiv
in functie de diferentele centrale, se folosesc relatiile simbolice (5.40) si (5.38).
Pentru diferentele centrale medii se scrie:

ud =sh(hD) = hD =argsh ué (5.70)
Dezvoltarea in serie a functiei argsh x este:
15 1 5
hx=x——x"+—x" —... 5.71
argsh x=x 6x 30x (5.71)
Relatia (5.70) se scrie sub forma simbolica astfel:
1 33 1 55
WD =pud——pu o’ +—puo’ —. 5.72
po =+ (5.72)

Pentru puterile diferentelor centrale medii se foloseste relatia (5.38):

) 52 § oy 52 5t
u- = I+T , la patrat se obtine: x” = 1+7+E . (5.73)
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Inlocuind in relatia (5.72) operatorii Wl :,uz(,ué})' ws> :,u4(y65)..., se
obtine formula de calcul a derivatei intéi cu diferente centrale medii:

1 3. 1 5
hD = ud — = ud> +— ud> — .. 5.74
HO = HO” + (5.74)

Ridicand la diferite puteri relatia simbolica (5.74) se obtin formulele de
calcul cu diferente centrale a derivatelor de ordinul I, IIT si I'V:
Dzzl{kz—iﬁ4+lﬂﬁ—“)
n? 12 90
1

1 7
e :h_3[ﬂ53 Lt L _j (5.75)

proLgd_Lso T 58
X 6 240

Aplicatia 5.6
Folosind relatiile de derivare cu ajutorul diferentelor finite centrale (5.75)
s se determine derivatele de ordinul I, II, III, IV si V pentru functia f{x)= x’ — Inx
in punctul x=1,8 daca functia este definita discret in punctele: x=1; 1,1, ... ; 2,6.
Rezolvare

> diferentele finite centrale 5°, 57, 6%, ... si centrale medii ud ud°, us’, ..
ale functiei f(x) calculate in punctele: x=17, I,1... 2 sunt prezentate in tabelul
5.13;

» valorile derivatelor functiei f{x) calculate in punctele: x=1; 1,1... 2 cu ajutorul
relatiilor (5.75) folosind primele sase diferente finite centrale sunt prezentate n
tabelul 5.14;

Tabelul 5.13

xi yi us 5’ 15’ 5 ud’ 5’
1 1

1.1 | 1.11469 | 0.128839 | 0.028299
1.2 1 1.257678 | 0.156473 | 0.026969 | -0.00118 | 0.000296
1.3 |1.427636 | 0.182925 | 0.025935 | -0.00093 | 0.000214 | -0.000069 | 0.000026
1.4 |1.623528 | 0.20845 |0.025115|-0.00074 | 0.000159 | -0.000047 | 0.000017
1.5 |1.8445350.233234 | 0.024454 | -0.0006 | 0.000120 | -0.000033 | 0.000011
1.6 12.089996 | 0.257418 | 0.023914 | -0.00049 | 0.000093 | -0.000024 | 0.000007
1.7 ]2.359372 | 0.281108 | 0.023466 | -0.00041 | 0.000073 | -0.000018 [ 0.000005
1.8 |2.652213 | 0.304387 | 0.023091 | -0.00035 | 0.000058 | -0.000013 | 0.000004
1.9 12968146 | 0.32732 | 0.022774 | -0.00029 | 0.000046 | -0.000010 | 0.000003
2 |3.306853 | 0.349958 | 0.022503 | -0.00025 | 0.000038 | -0.000008 | 0.000002

2.1 ]3.668063 | 0.372345 | 0.02227 |[-0.00022 | 0.000031 | -0.000006 | 0.000001
2.2 14.051543 1 0.394514 | 0.022068 | -0.00019 | 0.000026 | -0.000005 | 0.000001
2.3 14.457091]0.416494 | 0.021892 | -0.00017 | 0.000022 | -0.000004 | 0.000001
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2.4 14.88453110.438309(0.021738 [ -0.00015 | 0.000018

2.5 15.33370910.459979 | 0.021601

2.6 |5.804489

Tabelul 5.14

x Jx) Sx) S') S"x) /)
1.3 1.427636 1.830768 2.591717 -0.909620 2.098846
1.4 1.623528 2.085714 2.510205 -0.728443 1.560797
1.5 1.844535 2.333333 2.444445 -0.592335 1.184583
1.6 2.089996 2.575000 2.390625 -0.488118 0915170
1.7 2.359372 2.811765 2.346021 -0.406977 0.718163
1.8 2.652213 3.044444 2.308642 -0.342865 0.571421
1.9 2.968146 3.273684 2.277008 -0.291539 0.460312
2 3.306853 3.500000 2.250000 -0.249966 0.374941
2.1 3.668063 3.723809 2.226757 -0.215936 0.308474
2.2 4.051543 3.945455 2.206612 -0.187811 0.256103
2.3 4.457091 4.165217 2.189036 -0.164366 0.214388

» valorile exacte ale derivatelor in punctele respective, determinate cu ajutorul
relatiilor (5.68) sunt prezentate in tabelul 5.15.

Tabelul 5.15

x 169 /) ) 70 Pl
1.3 1.427636 1.830769 2.591716 -0.910332 2.100767
14 1.623528 2.085714 2.510204 -0.728863 1.561849
1.5 1.844535 2.333333 2.444444 -0.592593 1.185185
1.6 2.089996 2.575000 2.390625 -0.488281 0.915527
1.7 2.359372 2.811765 2.346021 -0.407083 0.718382
1.8 2.652213 3.044444 2.308642 -0.342936 0.571559
1.9 2.968146 3.273684 2.277008 -0.291588 0.460402

2 3.306853 3.500000 2.250000 -0.250000 0.375000
2.1 3.668063 3.723810 2.226757 -0.215959 0.308513
2.2 4.051543 3.945455 2.206612 -0.187829 0.256130
2.3 4.457091 4.165217 2.189036 -0.164379 0.214407

Din analiza rezultatelor obtinute pentru primele patru derivate folosind
diferentele finite centrale si centrale medii (tabelul 5.14) si prin calcul analitic
(tabelul 5.15) rezulta erori cu atat mai mari cu cat ordinul derivatei este mai mare
datorita erorilor care se cumuleaza la calculul diferentelor finite centrale.



6. METODE NUMERICE PENTRU
INTERPOLAREA FUNCTIILOR

Interpolarea functiilor de o singura variabila este o operatie de aproximare
a acestora foarte intalnitd in inginerie la prelucrarea datelor experimentale, care se
realizeazd atunci cand functiile sunt definite fie sub o forma discreta (intr-o
multime de puncte ale intervalului de definitie) fie sub o forma analitica (destul de
complicatd pentru a putea fi utilizata in calcule), aproximarea in acest caz facandu-
se dupa determinarea valorilor functiei intr-un numar finit de puncte. Interpolarea
functiilor se face folosind diferite tipuri de polinoame de interpolare.

A
y
@)
Fig. 6.1
Fie f: [a, b] > R o functie definitd pe intervalul [a, b]. Se considerd o
retea de noduri din acest interval, notata cu x; (i= 0, 1, 2, 3, ..., n) care imparte

intervalul [a, b] In n subintervale (x;;, x;). Se cunosc valorile functiei y; = f{x;) in
nodurile x; (valori discrete) si se cautd o functie de aproximare g(x) care sa aiba
aceleasi valori sau foarte apropiate de valorile discrete ale functiei de aproximat
f(x) in nodurile x; (fig.6.1). Pentru a se interpola o functie datd sub forma discreta se
folosesc urmatoarele tipuri de metode numerice:

1. interpolarea polinomiala, utilizata atunci cand functia de aproximare g(x) au
aceleasi valori cu cele ale functiei de aproximat f{x) In nodurile retelei x;:

a(x) = f(x;) i=0,1,2,3, .., n. (6.1)
O conditie suplimentard pentru unele metode de interpolare polinomiala este
legatd de valorile derivatelor de ordinul I si / sau II ale celor doua functii in
nodurile retelei (de interpolare g(x) si de interpolat f{x)). Acestd conditie se
scrie: g'x)=f (x) si/sau g’ (x)=f"(x)). (6.1%)
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2.

aproximarea prin dezvoltarea in serii Fourier, se utilizeaza atunci cand functia
de interpolat f(x) indeplineste conditiile lui Dirichlet: este periodicd, are un
numar finit de puncte de discontinuitate $i valori extreme finite. Aproximarea
prin dezvoltarea in serii Fourier mai este cunoscutd sub numele de
descompunerea in armonice a functiei, iar determinarea coeficientilor
functiilor de aproximare (armonice) se numeste analiza armonicd.

aproximarea prin minimizarea abaterii maxime, se utilizeaza atunci cand
functia de interpolat f{x) si functia de interpolare g(x) nu au aceleasi valori in
nodurile retelei.

Se cunosc urmatoarele moduri de aproximare prin minimizare:

e minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor doua functii calculata pentru
orice punct al intervalul considerat, adica:

max|f(x)— g(x)| =min, Vxe [a, b] (6.2)
e minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor doua functii calculate intr-
un numar finit de puncte al intervalul considerat, adica:
max|f(x,-)—g(x,-)|=min, i=0+n (6.2%)

. minimizarea sumei pdtratelor abaterilor sau abaterii pdtratice medii dintre

valorile celor doua functii, calculate Intr-un numar finit de puncte din intervalul
considerat, atunci cand functia de interpolat f{x) si functia de interpolare g(x) nu
au aceleasi valori in nodurile retelei. Abaterea se calculeaza conform relatiei:

S=Z[y,~—g(x,~)]2=min, i=0+n (6.3)
i=l

Aceasta metodad se mai numeste metoda celor mai mici patrate. Se observa din

realtia (6.3) cd abaterea patratica medie este nuld in cazul in care functia de
aproximare g(x) este un polinom de interpolare, adica: y; =g(x;).

6.1. Metode numerice de interpolare polinomiala
Metodele de interpolare polinomiala aproximeaza o functie discreta datd cu

ajutorul unor functii polinomiale. Presupunem ca nodurile retelei x; sunt distincte si
ordonate in intervalul [a, b] astfel: a = xy< x; < x;, < x3 < ... < x, = b. Valorile
functiei f{x) in aceste noduri sunt: yy=f{x,), v;=f(x1), v2=f(x2), ..., Vu=1{x1).

Fie o functie polinomiala g(x) care aproximeaza f(x), astfel incat se poate

scrie relatia: f(x)=g(x)+r(x) (6.4)

in care: g(x) este o functie de interpolare formatd dintr-o combinatie de functii

algebrice liniar independente g,(x):

n—1
g(x)= 2 a;q;(x) (6.5)
k=0
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ax , coeficienti polinomiali necunoscuti care se determind din conditiile de
interpolare iar r(x) reprezintd o functie de corectie sau o functie eroare.

Cel mai simplu set de functii algebrice liniar independente g¢i(x) il
reprezinta functiile putere, sau sirul de monoame: /, x, x°, x°, ..., x". Folosind un
astfel de set functii de interpolare se obtine polinomul de interpolare:

n—1
g(x)= Zakxk (6.6)
k=0

Daca se scriu conditiile (6.1) pentru polinomul de interpolare g(x) dat de
relatia (6.6) se obtine un sistem liniar de ecuatii avand necunoscute coeficientii a;:

n—1
vi=Saxt, i=123,.,n (6.7)
k=0
care se scrie matriceal: [BJ{4}={r} 6.7%)
Sistemul liniar de ecuatii (6.7) are determinantul de tip Vandermonde:
1 x xp .ox!
1 x, x3 .. x3!
detlBl=|1 x, x2 .. X (6.8)
1 x, x> .. x!

Deoarece nodurile retelei x; au fost definite ca puncte distincte,
determinantul sistemului (6.8) este nenul si deci sistemul este compatibil
determinat si are solutie unicd. Metoda determinarii coeficientior polinomiali a; si a
polinomului de interpolare de forma (6.6) cu ajutorul sistemului de ecuatii (6.7)
este laborioasd, de aceea se prefera folosirea altor tipuri de polinoame de
interpolare care sunt prezentate in continuare.

6.2. Interpolarea polinomiala Lagrange

Polinoamele de interpolare Lagrange L(x) sunt combinatii liniare de functii
de interpolare Lagrange Li(x) avand anumite forme particulare dar aceleasi valori
cu cele ale functiei de aproximat f{x) in nodurile retelei x;.

Fie functia f{x) definitd pe intervalul [a, b] si o retea de n+/ puncte x;
echidistante intre ele situate la distanta 4 (ele formeaza nodurile retelei). Abscisele
acestor puncte se scriu in functie de pasul / si de numarul nodului i astfel:

Xo=a;, x=xo+h, .., x;=xq+ih ..., x,=xy+nh=>b (6.9)

Polinoamele de interpolare Lagrange sunt definite cu ajutorul functiilor de
interpolare Lagrange L(x) astfel:

L(x)= ﬁmmi[ =i Jyk (6.10)

k=0 k=0\ i=0, izk Xk —Xi




118 Metode numerice in inginerie

Tinand seama ca punctele retelei de noduri sunt echidistante relatia
generala (6.10) de definitie a polinoamelor de interpolare Lagrange devine:

2 (xx—2x0 Joe =y . Lo = x4y Joe =Xy ) {xx—2x,,)
o g T ) S T e PR (6.11)

sau efectuand unele calcule:

L(x)= i(x xo)(x ;13{/((?; ?Zc)/l()(i) xk+l)"'(x_xn)yk (6.12)

Impartind fiecare paranteza de la numaritor cu / relatia (6.12) devine:

(x—onx—xO —hj (x—xo —(k—l)hlx—xo —(k+l)hj (x—xo —th
i h h h h h 1 (6.127)

Lix)=
=0 K(n—k)l-1)™*
Daca in relatia (6.12”) se face schimbarea de variabila ¢ = Y70 g obtine:
2 -D.lg-k+1)g—Fk-1).lg-
L(xy+qh)= ZQ(Q ) (q Xq ) (q n)yk (6.13)

P kl(n—k)!(-1)"*

Notand cu: q[n+l] = q(q - 1)(q - 2)...(q - n) relatia (6.13) devine:

n (1) }’l+1 5
L h 6.13
()= Y i (13

Aplicatia 6.1

Sa se determine polinomul de interpolare in cazul functiei ce trece prin
punctele: 4,(-1, 1), 45(0, 2) si 45(4, 0) folosind atat functii independente: /, x, x°....
cat si functiile de interpolare Lagrange .

Rezolvare
a. Folosind functiile independente /, x, x° polinomul de interpolare se scrie:
g)=a;t a;x+ a; x° (6.14)
Conditiile (6.1) in acest caz devin:

a— ay +az=1 ap =2
a =2 = a, =O,7 (615)
a +4612 +16a3 =0 az = —0,3

Rezulta urmatoarea expresie a polinomului de interpolare:
g(x)=2+0,7x-0,3x" (6.16)
b. Folosind functiile de interpolare Lagrange polinomul de interpolare este:
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3
L(x)= Y yeLi(x) =Ly (x)+ yrLa(x)+ y3L3(x) (6.17)
k=1

unde functiile de interpolare Lagrange au expresiile:

3. _ _

Lx)=[[ =20 X6 1y (6.18)
X —X, X —Xy x-—x3 5
i#l
3 _ _

Ly(x)=[[—L =" 275 —Liyx-4) (619
=l X2 =X; Xy =X Xy —X3 4

i#2

3ox—x; X=X XxX-Xx 1
L — L 1 . 2 = — +1 620
(%) ll;lx3—xl- X3=Xy X3—X, 20x(x / ( )
i#3
Inlocuind expresiile gasite (6.18), (6.19) si (6.20) in expresia (6.17) se
obtine polinomul de interpolare Lagrange al functiei ce trece prin cele trei puncte:

L(x):1%x(x—4)+2’(_%)(“1)(x_4)+0%x(x+1) (6.21)

L(x)=2+07x—03x>
Relatiile obtinute prin cele doud metode sunt identice, deci polinomul de

interpolare a unei functiei ce trece printr-un numar dat de puncte este unic (nu
depinde de tipul functiilor polinomiale de interpolare folosite).

Aplicatia 6.2

Se considera urmatoarea problema din Rezistenta materialelor: un tronson
de bara dreapta avand lungimea L si rigiditatea la Incovoiere constantd E7,, supus la
actiunea unor sarcini exterioare care produc incovoiere simpla. Se cere polinomul
de interpolare pentru functia sagetii w(x) si rotirii f(x) sectiunii situata la distanta x
de capatul barei, cunoscand valorile sdgetilor si rotirilor sectiunilor de capat,
respectiv wy, 6, si w,, 6, din figura 6.2.

0>
0(x)
0 7 L, EA 7 Y'
/ [N

~
-~ —_—

Wi ~ -;v(x) I>2
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Rezolvare

Ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate pentru un tronson de bara
supusd la incovoiere simpla avand rigiditatea la incovoiere constantd EJ,, conform
relatiilor deduse la Rezistenta materialelor, este de forma:

d’w  My(x)
. (6.22)
dx El,

in care: M;,(x) reprezintd momentul incovoietor din sectinea situata la distanta x
Relatia diferentiala dintre functia sagetilor w(x) si cea a rotirilor € (x) este:
dw
o
Conform relatiilor (6.22) si (6.23), in cazul in care momentul M;,(x) este o
functie de gradul intéi (acest caz corespunde unei bare supusa actiunii unor forte si

cupluri concentrate) rotirea sectiunii & (x) o functie de gradul al II lea iar sageata
w(x) este o functie de gradul al I1I lea , conform relatiilor (6.22) si (6.23).

0(x) (6.23)

Cele doud functii se pot aproxima folosind un polinom de interpolare
construit cu setul de functii independente: 7, x, x° si x°:

w(x)=a; +a2x+a3x2 +a4x3
(6.24)
B(x):il—wz a, +2a3x+3a4x2
X

Coeficientii polinomiali a;, a, a; si a, din relatia (6.24) se determina din
conditiile privind sagetile si rotirile la capetele tronsonului astfel:

x=0 :{W(O)zwl x=L :{W(L):Wz

(6.25)
0(0)=0, O(L)=0,

Inlocuind in expresiile (6.24) conditiile la limita (6.25) se obtine:

a=wm
ay = 91
6.26
Cl3L2 + G4L3 =Wy —w — 91L ( )
2a3L + 3a4L2 = 92 - 91
Sistemul de ecuatii (6.26) are solutiile:
G =wm
ay =6,
as = LZ (— 3W1 + 3W2 - 291L - HzL) (627)
L
1
a4 = —3(2W] — 2W2 + (91L + 92L)
L
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Inlocuind solutiile (6.27) in relatiile (6.24) se obtin polinoamele de
interpolare a functiilor sagetii w(x) si rotirii ¢(x) ale unei sectiuni oarecare situata la
distanta x de capatul barei:

wx)=w +91x+i2(—3w1 +3wy —20,L—0,L)x* +i3(2w1 —2wy +O,L+0,L)x°
I L

(6.28)
0(x)=6, +%(—3w1 +3w, —261L—92L)x+i3(2wl —2wy +O,L+0,L)x>
L L

Expresiile functiilor sdgetii w(x) si rotirii ¢(x) se mai pot scrie sub forma:
W(x)=wWN{(x)+ONy(x)+wyN3(x)+60,Ny(x) (6.29)
O(x)=wN{(x)+ON5(x)+wyN5(x)+60,Nj(x) (6.29%)

unde functiile N;(x), Na(x) N3(x) si Ni(x) din expresia sagetilor sunt numite functi
de forma si au expresiile:

N1=(l—izx2+i3x3j; N2=(x—ix2+%x3]
L L L L
(6.30)
Ny =(%x2—%x3}' N4=(—ix2+%x3]
L L L L
iar derivalele acestor functii de forma din expresia rotirilor au expresiile:
N{—(——x+—x2j N'zz(l——x+—x2]
o L :
(6.30%)
N; —(%x—%xz}' Nﬁ‘:(——x+—2x2j
L L L L

6.3. Interpolarea polinomiala cu diferente finite
6.3.1. Formula de interpolare Newton cu diferente finite
progresive

Prima formuld de interpolare Newton cu diferente finite progresive
permite aproximarea unei functii f(x) cu ajutorul diferentele finite progresive
calculate intr-un numér dat de puncte echidistante din interiorul intervalului de
definitie [@¢, b]. Aceastd formuld permite de asemenea extrapolarea functiei in
punctele aflate intr-o vecinatate la stdnga intervalului [a, b].

Fie functia f{x) o functie definita pe intervalul [a, b] si o retea de n+/
puncte echidistante, situate intre ele la distanta 4. Abscisele acestor puncte se scriu
in functie de pasul /4 si de numarul nodului 7 astfel:

Xo=a;, x=xo+h, .., x;=xq+ih .., x,=xy+nh=>b (6.31)

Dezvoltand in serie Taylor functia f{x) in jurul punctul x, se obtine:

2,2 3,3

f(xo+qh)=f(xo)+th’(xo)+%f"(xo)+%f”"(xo)+... (6.32)
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Tinand seama de relatia simbolica (5.10) intre operatorii diferential D si al
diferentelor finite progresive A: (e"P =1+ A), dezvoltarea in serie (6.32) se poate
scrie simbolic sub forma:

Fxo+ah) =P )rxg) = 1+ A v (632)

Dezvoltand paranteza din relatia (6.32°) dupa formula binomului lui
Newton si retinand primii n+/ termeni (¢>n), se obtine relatia:

q(qz_l)A2+q(q—l;/(q—2)A3 +m+q(q—l)(q—zf..l(q—ml)An}yo
| n!

f(xg +qh);[l+qA+
(6.33)

Se obtine polinomul de interpolare Newton cu diferente progresive sau
prima formula de interpolare Gregory-Newton.

P,(xy+qgh)=1+qAy, +—q(q2_1)A2y0 +—Q(q_1)6(q_2)A3y0 +...+

(6.33")

+q(q—l)(q—i!)m(q—nﬂ)Anyo

Polinomul de interpolare Newton cu diferente finite progresive (6.33°) se
mai poate obtine folosind polinomul de interpolare Newton P,(x) plecand din

punctul xg:
P(x)=ay+a,(x—xy)+a,(x—x)(x—x)+...+

(6.34)
+ a, (.X' — Xy )()C —X )(X - xn—l)
Coeficientii ay, a;, a ..., a, se determind din conditiile de interpolare
scrise pentru functia P,(x):
P(x))=Y0o;
AP, (xy) = Ayy;
AP, (x0) =N py; (6.35)

A}‘I})n(xo) :A}'lyo
e Astfel, din prima conditie (6.35) rezulta coeficientul ay:
Bi(xo)=yo = a9=o (6.36)

Prima diferentd progresivd polinomului P,(x) se scrie tindnd seama de
faptul ca punctele x, x;, x2,..., x,, sunt echidistante, situate la distanta 4:

APB,(x)=P,(x+h)—P,(x)=ah+2hay(x—xq )+3hay(x—xy ) (x—x) ) +...+
(6.37)
+nha,(x—xp )(x—=x1 )...(x=X,_5)

e din a doua conditie (6.35) rezulta coeficientul a;:
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Ay
1/h

A doua diferenta progresiva a polinomului P,(x) se calculeaza astfel:

AB,(x)=AB,(x+h)~AP,(x)

APn(x()):AyO :>a1= (638)

(6.39)
NP,(x)=2!Nay+2-3h%a3(x—x0 ) +... +(n—Unh*a,(x =X )...(x—x, 3)
e din a treia conditie (6.35) rezulta coeficientul a;,:
Az
Azpn(XO):Az Yo =a) = 2/:20 (640)
e coeficientul a, se determind Tn mod analog:
n
a, =220 (6.41)
nlh"

Tinand seama de expresiile (6.36), (6.38), (6.40) si (6.41) ale coeficientilor
ag, aj, a, ... a, , polinomul de interpolare Newton se scrie:

By(x)=yo + (xl_,;fo} Ayo+ (x—xo/)}f;c—xl) A yg + ..
' 2 (6.42)
n (x=xp )(x=x1)-(X=X,_1) A
Yo
n!h"

Daca in relatia (6.42) se face schimbarea de variabild ¢ = % se obtine

prima formuld de interpolare a lui Newton cu diferente finite progresive:

q(q-1)
2!

2
P,(xo+qh)=yy+qAyy+ A% yo + ...

(6.43)

+q(q—l)(q—j/)m(q—nﬂ)AnyO

Aplicatia 6.3

Folosind prima formula de interpolare a lui Newton cu diferente finite
progresive sa se determine sumele puterilor primelor » numere naturale:

S,l, =14+2+34+4+..+n
S,,2 =12+22 43244+ +4? (6.44)
S,3l P22 438348

Rezolvare

Folosind formula (6.43) se poate scrie o relatie generald pentru calculul
sumelor S, (6.44) in functie de diferentele finite progresive calculate in x, astfel:
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Sp(Xo+qh)=S, +qASy + q(q/_l) A2S,+ q(q—l)/(q—Z) NSy +.
o 1 3 (6.45)
L9(a=D(q=2)..(q=n+D) n g
n! 0
Daca se inlocuiesc in relatia (6.45) valorile:
xo=Ll x,=n h=1 q:%:n (6.46)
se obtine relatia generald pentru calculul sumelor (6.44):
S, =1+(n=1)AS, +L(/""2)A2 Sy + (”"1)(”"/2)("_3)A3 Sg+ e
2 3 (6.47)

+(n—l)(n—2)...2-1A,, Sy
n!

Se particularizeaza relatia (6.47) pentru fiecare suma, obtinandu-se:

> Pentru prima sumd S. =1+2+3+4+..+n diferentele progresive corespunzi-
toare sunt calculate in tabelul 6.1

Tabelul 6.1

Nr. crt n Sy AS A'S A'S

0 1 1 2 1 0

1 2 3 3 1

2 3 6 4

3 4 10

Inlocuind aceste valori in relatia (6.47) se obtine formula cunoscuti::
S},:1+(n—1)-2+(”_1)2("_2).1=”(”2”) (6.48)

> Pentru a doua sumid S =1°+22+3%+4%+ . +n* diferentele progresive
corespunzatoare sunt calculate in tabelul 6.2

Tabelul 6.2
Nr. crt. n S, AS A’S AS A'S
0 1 1 4 5 2 0
1 2 5 9 7 2
2 3 14 16 9
3 4 30 25
4 5 55

Inlocuind aceste valori in relatia (6.47) se obtine:
s2 :1+(n_1),4+(n—l)z(n—z).5+(n—1)(n;2)(n_3).2

52:"("+1)(2”+1)

p 5 (6.49)
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3

> Pentru a treia sumd S’ =1°+2°+3"+4°+ +n’ diferentele progresive

corespunzatoare sunt calculate in tabelul 6.3

Tabelul 6.3

Nr.crt. n S, AS AS A8 A'S A'S

0 1 1 8 19 18 6 0

1 2 9 27 37 24 6

2 3 36 64 61 30

3 4 100 125 91

4 5 225 216

5 6 441

Inlocuind aceste valori in relatia (6.47) se obtine formula cunoscuta:

S3 =14 (n—1).8+ (1= V=2) 4o (n=D(n=2)(n=3) jq
" 2 6

X s (6.50)
+(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)_6_ n“(n+1)
24 B 4
In acest mod se pot obtine formulele pentru calculul sumei puterilor &
(k>3) ale primelor » numere naturale:

S,]f L L L L

Aplicatia 6.4
Sa se deduca polinomul de interpolare Newton cu diferente progresive

2
pentru functia y=e* definitd intr-un numar de sase puncte echidistante ale
intervalului [7,5; 2] corespunuzitoare unui pas 2=0,1 .

Rezolvare

Diferentele progresive calculate sunt date in tabelul 6.4

Tabelul 6.4
Nr. crt. X y Ay Ay Ay Ay Ay
0 1,5 9,48733 | 3,44809 1,6094 0,87352 | 0,53548 | 0,36337
1 1,6 12,93582 | 5,05749 | 2,48292 1,409 | 0,89885
2 1,7 17,99331 | 7,54041 | 3,89192 | 2,30785
3 1,8 25,53372 | 11,43233 | 6,19977
4 1,9 36,96605 | 17,6321
5 2,0 54,59815

Retindnd primii sase termeni din formula (6.33) se obtine polinomul de
interpolare a lui Newton de gradul cinci:

Ps(xg+qh)=yo+qAyy+
+q(q—l)(q—2)(q—3)A4yO+q(q—l)(q—2)(q—3)(q—4)Asyo

2!

3!

q(q—l)AzyO+q(q—1)(q—2)A3y0+

4/

5!

(6.51)
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Inlocuind valorile particulare xo=L5 h=0l1 si g= x;i,S =10x-15 1in

relatia (6.51) si diferentele finite calculate in tabelul 6.4 se obtine:

P(x)=948773+344809 (10x-15)+250% 105 _15)(10x—14)+

087352

(10x—15)(10x—14)(10x~13) +

6.52
053548 ( )

(10x—15)(10x—14)(10x~13)(10x —12) +

0 36337
120
Polinomul de interpolare (6.52) foloseste diferentele progresive calculate
in punctul x,=1,5 si poate fi folosit pentru extrapolarea functiei date pentru x<1,5,
adicd pentru puncte situate intr-o vecinatate a lui x,=1,5, la stdnga intervalului .

(10x=15)(10x—14)(10x—13)(10x—12)(10x—11)

6.3.2. Formula de interpolare Newton cu diferente finite
regresive

A doua formuld de interpolare Newton cu diferente regresive permite
aproximarea unei functii f{x) folosind diferentele finite regresive ale functiei
calculate intr-un numar finit de puncte echidistante din interiorul intervalului de
definitie [@¢, b]. Aceastd formuld permite de asemenea extrapolarea functiei in
punctele aflate intr-o vecinatate la dreapta intervalului [a, b].

Fie functia f{x) o functie definitd pe intervalul [a, b] si o retea de n+/
puncte echidistante, situate la distanta £ intre ele. Abscisele acestor puncte se scriu
in functie de pasul % si de numarul nodului 7 astfel:

Xo=a;, x=xo+h, .., x;=xq+ih ..., x,=xy+nh=>b (6.53)

Dezvoltand in serie Taylor functia f(x) in jurul punctul x,=b se obtine:
7 %

f(x _qh) f(xn) th(xn)+ f”( n) _f (xn)+ (654)
Tinand seama de relatia s1mbollca intre operatorul diferential D si
operatorul diferentei regresive V (e"P =1-V ) dezvoltarea (6.54) se scrie:

Flon—ah) =P )iz, )= F 3 = 1=V, (6.55)

Ca si in cazul primei formule de interpolare Newton, se dezvolta binomul
lui Newton (1-V)? si se retin primii n+/ termeni. Se obtine polinomul de

interpolare Newton cu diferente regresive sau a doua formula de interpolare
Newton cu diferente regresive:
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P, = gh)=1- gty + L= g2y, IO D gy

+(_l)n,q(q—1)(q—§/)---(q—n+1)Anyn

(6.56)

A doua formuld de interpolare Newton cu diferente regresive se mai poate
obtine cu ajutorul polinomului Newton de gradul n incepand cu punctul x,:

P(x)=ay+a(x—x,)+ay(x—x, )(x—x,_1)+...
vt a(x=x, )(x=x,_1)..(x—x¢)
Coeficientii ay, a;, a,, ...a, se determina din conditiile de interpolare:
Ba( Xy )= Y
VB, (xg)=Vyy:
V2P, (x0) =Yy, (6.58)

(6.57)

VB, (x0)=V"y,
1. Coeficientul a, se determina astfel:

Pa(xn)=yn =a0=yn (6.59)
Prima diferenta regresiva a polinomului P,(x) se calculeaza astfel:
VP,(x)=P,(x)-P,(x—h)=ah+2hay(x—x, )+

(6.60)
+3hazy(x—x, )(x—x,_1 ) +..+nha,(x—x, )(x—=X,_1)...(x—x3)
2. Coeficientul a; se determina astfel:
VP (x, )=Vy, a = n (6.61)

Uh
A doua diferenta regresiva a polinomului P,(x) se calculeaza astfel:
V2P, (x)=VP,(x)-VP,(x—h)
V2P, (x)=2lh*a, +2-3h%ay(x—x, ) +... (6.62)
+(n—l)nhzan(x—xn)(x—xn_l)...(x—x3)

3. Coeficientul a, se determina astfel:

Vz
2 2 Y
V°P,(x,)=V~y, =a,= 2/h2n (6.63)
4. Coeficientul a, se determina astfel:
Vl‘l
V'P(x,)=V"y, =a,=—2 (6.64)
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Deci polinomul de interpolare (6.57) se scrie:

Pn(x):yn + (x_xn)vyn + (x_xn)(x_xn—l)VZ Y+
1/h 2/h*
(6.65)
+ (x_xn)(x_xnfl)"'(x_xl)vn ¥,
n!h"
Féacand in relatia (6.65) schimbarea de variabild ¢ = Tn 7Y e obtine a

aceeasi formula de interpolare Newton cu diferente regresive (6.56):

-1
Pn(xn_qh)zyn_qun+q(q2/ )szn+"'
: (6.66)

" - —2).(qg-n+1)_,
q(q—1)(q n/) (q—n+ )v ’,

+(=1)

Aplicatia 6.5
Sa se deduca polinomul de interpolare a lui Newton cu diferente regresive

2
pentru valorile functiei y=e* 1intr-un numar de cinci puncte echidistante ale
intervalului [/,5; 2] corespunuzitoare unui pas A=0,1 .

Rezolvare

Diferentele regresive sunt date in tabelul 6.5

Tabelul 6.5
Nr. crt. X y %% 7y 7y vy 7y
0 1,5 9,48733
1 1,6 12,93582 | 3,44809
2 1,7 17,99331 | 5,05749 1,6094
3 1,8 25,53372 | 7,54041 2,48292 | 0,87352
4 1,9 36,96605 | 11,43233 | 3,89192 1,409 0,53548
5 2,0 54,59815 | 17,6321 6,19977 | 2,30785 0,89885 | 0,36337
Retindnd primii sase termeni in formula (6.66) se obtine:
PS(xn_qh):yn_qun_i_q(qz/ l)vzyn q(q I;fq 2)v3yn+
' ' (6.67)

+q(q—1)(q4—/2)(q—3) vy, q(q—l)(q—25)/(q—3)(q—4) vy

Inlocuind in relatia (6.67)

n

. 2-—
x, =2, h=0,1 respectiv g = O_lx =20-10x
si diferentele finite regresive corespunzitoare calculate in tabelul 6.5, se obtine
polinomul de interpolare a lui Newton cu diferente regresive:
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P(x):54,59815—17,632](20—10x)+6’192977(20—10x)(19—10x)—
230785 50— 10x (19— 10x J(18—10x ) +
6 (6.68)
0,89885
o (20-100)(19-102)(18-10x)(17-10x) -
—0’316;)37(20—10x)(19—10x)(18—10x)(17—10x)(16—10x)

Polinomul de interpolare (6.68) foloseste diferentele regresive calculate in
punctul x,=2 si poate fi folosit pentru extrapolarea functiei date pentru x>2, adica
pentru puncte situate intr-o vecindtate a lui x,=2 , la dreapta intervalului.

6.3.3. Formula de interpolare Stirling cu diferente centrale

Formula de interpolare Stirling cu diferente centrale permite aproximarea
unei functii f{x) folosind diferentele finite centrale ale functiei calculate intr-un
numar finit de puncte echidistante din interiorul intervalului de definitie [a, b]. Fie
functia f{x) o functie definitd pe intervalul [a, b] si o retea de n+] puncte
echidistante intre ele, situate la distanta /# (nodurile retelei x;). Abscisele acestor
puncte se scriu in functie de pasul / si de numarul nodului 7 astfel:

Xo=a, x=xq+h, .., xj=xq+ih ..., x,=xy+nh=>b (6.69)
Se dezvolta in serie Taylor functia f{c+ gh) in jurul punctului ¢ situat in

interiorul intervalului de definitie [a, b]:
3,3

2,2
flc+qh)=f(c)+ th'(c)+%f"(c)+%f”(c)+... (6.70)

Relatia (6.70) se poate scrie simbolic astfel:
2 3 4
flc+qh)= 1+th+q7h2D2 +%h3D3 +%h4D4 +.f(c)  (6.71)

Daca 1n relatia (6.71) se inlocuiesc expresiile simbolice ale operatorilor
diferentiali D, D°, D’, ... in functie de diferentele finite centrale conform relatiilor
(5.42), (5.46) ... (5.50) in care se retin doar primii doi termeni, iar din realtia (6.71)
se retin primii 2k termeni, se obtine formula de interpolare Stirling cu diferente
centrale:

B(ctqh)=1+q uéy. +

2 2 2,2
%5zyc+q(q3/—1)ﬂ53yc+q (ciw—l)54yc+
2 .2 2,2 11,2
a4 1;(q D) iy, +9L4 é)/(q D iy, +.. (6.72)
iV VI C e | WSO VPN |8
(2%-1)! ‘ (2k)!

2k
7 ye
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Aplicatia 6.6

Sa se deduca polinomul de interpolare Stirling cu diferente centrale pentru
valorile functiei y = e"2 intr-un numar de sapte puncte echidistante ale intervalului
[1,4, 2] corespunuzatoare unui pas 4=0,1 , in jurul punctului c=1,7.

Rezolvare

Diferentele centrale pare si centrale medii impare in jurul punctului x=1,7
se calculeaza cu ajutorul relatiilor :

1

Hoy; = E(J’m — Vi ) 5’ YVi=Yin —2yi+yia (6.73)
Rezultatele sunt date in tabelul 6.6
Tabelul 6.6
i |x |y Sy 5y us'y 5y usy | &y
1 1,4 | 7,09933
2 1,5| 9,48733 | 2,918245 | 1,06049
3 1,6 | 12,93582 | 4,25299 1,609 0,711215 | 0,32541
4 | 1,7 17,99331 | 6,29895 | 2,48292 | 1,14146 0,53508 | 0,28672 | 0,15410
5 1,8 | 25,53372 | 9,48637 | 3,89192 | 1,858425 | 0,89885
6 1,9 | 36,96605 | 14,5322 | 6,19977
7 12,0]| 54,59815

Folosind diferentele finite centrale in jurul punctului ¢ calculate in tabelul
6.6 si formula de interpolare Stirling cu diferente centrale (6.72) din care se retin
primii sapte termeni se obtine:

o W) s (=)
Plc+qh)=1+qud, +-—5"y, ++—=> sy, ++————235"y, +

2 224 62 2 _1y(a? 424 (6.74)
La(a (g - )Mschrq (9" -D(q" - )56yc
120 120
Astfel pentru ¢=1,7 facand schimbarea de variabild x=c+gh:
x—c x-17
= == =10x-17 6.75
; ol q=10x (6.75)
inlocuind an (6.74) se obtine polinomul de interpolare:
_ 2
P(x)=1+(10x—l7)-6,29895+M-2,48292+
2 2 2
+(10x—17)[(10x—17) —1]'1,14146+(10x—17) [(10x—17) —1].0,53508+
24 (6.76)

+(10x—17)[(10x—17)2 tJnox-17)? —4]‘
120

+(10x—17)2[(10x—17)2 —1](10x—17)2 —4].
720

028672+

01541
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6.4. Interpolarea polinomiala Newton cu diferente divizate

Se considera o retea de divizare x; a intervalului [a, b]. Se cunosc valorile
functiei y; in aceste noduri. Se definesc urmatoarele diferente divizate:

» diferente divizate de ordinul I :

AD(xy,x) )= 22" 20 (6.77)
X2 =X
» diferente divizate de ordinul 11 :
AD(x3,x5 ) = AD(x,x;)

AD(x3,%5,% ) = (6.78)
X3 =X
» diferente divizate de ordinul III:
AD - AD
AD( x4, x3,57, %, ) = 22(XaX3:%0 ) = AD(3.: %, 1) (6.79)
X4 — X

» diferente divizate de ordinul IV:

AD(xs5,%3,%3, %2, %1 ) = AD(xs,X4,X3,% )= AD(X4,X3,X),X1 ) (6.80)

X5 =X
» diferente divizate de ordinul (n-1):
AD(x,,X, 1, Xy )= AD(X,,_|,X,_,.... Xy, X| )

Xp =X

AD(x,,X,_,.... Xy, X ) =

(6.81)
Diferente divizate de ordinul (#-1) folosesc n puncte de diviziune.

Se poate demonstra prin inductie matematica ca diferentele divizate de
ordinul (n-1) mai pot fi calculate cu ajutorul formulei:

AD(X, X, 11y X, ) = zy— (6.82)
= TIexi-x;)

J=L iz, >

Se observa cd relatia (6.82) este simetrica, adicd valoarea diferentei
divizate nu depinde de ordinea punctelor de diviziune. Pentru usurinta calculelor,
se recomanda ca diferentele divizate sa se calculeze cu ajutorul relatiilor (6.81) si
nu cu (6.82). Diferentele divizate se folosesc pentru aproximarea functiilor cu
ajutorul polinoamelor Newton.

Fie f{x) o functie care se aproximeaza cu ajutorul polinoamelor lui Newton
cu diferente divizate P, ;(x). Aceasta functie se poate scrie astfel:

f(x)=FBy1(x)+r,(x) (6.83)
unde: P, este un polinomul Newton cu diferente divizate de gradul n-1

r, este o functie rest de aproximare de gradul n.
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Pentru a deduce forma polinomului de interpolare Newton P, ;(x) se
considerd pe rand un numar de puncte de diviziune a intervalului [a, b] egal cu:2,
3.4 ... ntl.

e din relatia diferentelor divizate de ordinul I (6.77), considerand doua puncte de
diviziune (x, x;), rezultd o functie de interpolare de gradul I:

gl(x):y1+(x—xl)AD(x,x1) (6.84)
e din relatia diferentelor divizate de ordinul II (6.78), considerand trei puncte de
diviziune (x, x;, x,), rezultd o functie de interpolare de gradul II:
82(x) =y +(x=x1 )AD( x5, % ) +(x=x; )(x=x; JAD(x, %1, %, ) (6.85)

e din relatia diferentelor divizate de ordinul III (6.79), considerand patru puncte
de diviziune (x, x;, x;, x3) rezulta o functie de interpolare de gradul III:

83(x) =y +(x=x1 JAD(x5,%x; ) +(x=x; )(x = X3 JAD(x3,x5, % )+
+(x=x) )(Xx=xy )(Xx=x3 )AD(X,%|,%5,X3)
e din relatia diferentelor divizate de ordinul IV (6.80), considerand patru puncte
de diviziune (x, x;, x,, x3) rezulta o functie de interpolare de gradul IV:
84(X) =y +(x—x1 )AD( x5, %1 )+ (x =X )(x = x5 JAD(x3,%,,x, ) +
+(x—x )(x=x5 )(x—x3 )AD(x,x{,%,,%3 )+ (6.87)

F(x=x; )(x =% )(x—x3)(x = x4 JAD(X,%X},%5,%3,X4 ).

(6.86)

e Din relatia diferentelor divizate de ordinul n (6.81) se obtine relatia de
interpolare a functiei y=f(x) considerdnd n+/ puncte de diviziune (x, x;, x,...,
x,) cu o functie de interpolare de gradul z:

gu(x) =y +(x—x; JAD(xy,x )+ (x—x; )(X— x5 JAD(x3,%5,% )+
H(x—=x )(Xx=x3 )(x=x3 )JAD(X4,%3,%X5,% )+ ...+
F(X =X )(X=Xy )(X=X3 ) X=X, JAD(X,,%X,,_;,.... X5, % ) +
H(x—x )(x=x3 )(x=%x3)..( X=X, JAD(x,X,,,....X5,X; )

Relatia (6.88) se poate demonstra §i prin inductie matematica.

(6.88)

Daca se noteaza ultimul termen al relatiei (6.88) cu r,(x):
Fo(x)=(x—x1 )(x =X )(x—x3 ).c.(x— X, JAD(X,X,,.... X9,X1 ) (6.89)
acesta reprezinta functia rest de aproximare din relatia (6.82),

Neglijand in relatia (6.88) functia de aproximare 7,(x) data de relatia (6.89)
se obtine pentru f{x) polinomul de interpolare Newton cu diferente divizate de grad
n-1 corespunzator celor n puncte de divizare ale intervalului [a,b]:

B, (x) =y +(x = x)AD(xy, %) + (x = %, )(x = x5 )AD(x3, x5, X, ) +
+ (0 = x)(x = x,)(x = 2x3)AD(x4, X3, X5, X)) + oo+ (6.90)

+(x=x)(x =2x,))(x = 23)...(x =X, )AD(X,,, X, 15005 X5, X))
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O proprietate importanta a polinomului de interpolare Newton cu diferente
divizate este aceea ca nu depinde de ordinea punctelor de divizare si nici de punctul

de start, asa cum rezulta din aplicatia 6.6.

Aplicatia 6.7

Folosind polinomul de interpolare Newton cu diferente divizate (6.90) sa
se deduca expresia care aproximeaza functia definita prin punctele:

A1(1, 2), 4(2, 3), 45(3, 0), A4(4, 6) si As(5, 4).

Rezolvare

Se noteaza diferentele divizate ale functiei f{x) de ordinul I, II, III si IV
corespunzatoare celor cinci puncte de diviziune ale intervalului [1, 5], definite de

relatiile (6.77) ... (6.80) cu: AD;, AD,, AD; si AD, .

Valorile calculate ale acestor diferente sunt date in tabelul 6.7

Tabelul 6.7
X )i AD, AD, AD; AD,
1 2 1 -2 13/6 -7/6
2 3 -3 9/2 -15/6
3 0 6 -4
4 6 -2
5 4
5 4 -2 -4 -15/6 -7/6
4 6 6 9/2 13/6
3 0 -3 -2
2 3 1
1 2

Se poate demonstra ca polinomul de interpolare Newron cu diferente
divizate P,(x), are aceeasi expresie indiferent de ordinea punctelor de diviziune.

Astfel, particularizand relatia (6.90) pentru n=4 se obtin rezultatele:

e pentru ordinea: x; X, X3 X4 X5, conform rezultatelor obtinute pentru
diferentele divizate in tabelul 6.7, se obtine polinomul de interpolare Newton

cu diferente divizate:

Pi(x)=2+(x—1)1+(x=1)(x=2)(-2)+(x—1)(x—=2)(x—=3)-13/6+

+(x—=1)(x=2)(x=3)(x—4)-(<7/6)

e pentru ordinea punctelor: xs, x,, X3, X, x; conform rezultatelor obtinute pentru
diferentele divizate in tabelul 6.7 , se obtine polinomul de interpolare Newton

cu diferente divizate:

Py(x)=4+(x—4)-(~2)+(x—4)(x=3)(~4)+(x—~4)(x~3)(x~2)-(~15/6 )+

+(x—4)(x=3)(x=2)(x~1)-(<1/6)

(6.91)

(6.92)
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6.5. Aproximarea prin serii Fourier

Pentru aproximarea functiilor periodice care satisfac conditiile Dirichlet se
folosesc dezvoltarile in serii Fourier sau descompunerea lor in armonice.

Fie o functie periodica f(?) de perioada T, definitd pe intervalul [0, T care
satisface conditiile Dirichlet, adica este o functie uniform marginita, are cel mult
un numar finit de puncte de discontinuitate de speta intdi si un numar finit de
puncte de maxim si minim. O astfel de functie se poate dezvolta in serie Fourier
conform relatiei:

fO)=a,+ Z (ak coskt + b, sin kt) (6.94)
k=1

in care coeficientii seriei Fourier ag, a; $i by se calculeaza cu ajutorul formulelor:

1 T
a, 7{ F(t)dt;
) T
a == [ f(t)cos(kwt)d; (6.95)
0

2 T
b, = ij(t )sin(kaot)dt.
0

Se intilnesc urmatoarele doud cazuri pentru valoarea perioadei 7 a functiei
periodice f(?):

2
a. T=2r,Inacestcaz: w= ?ﬁ =1; (6.96)
b. T=rx ,Inacestcaz: w= 27” =2. (6.97)

Dacé functia periodica f{x) este definitd domeniul [a, b], atunci facand
schimbarea de variabila:

x—a Tdx
t=T = dt=
b-a b-a (6.98)
x=a=1t=0; x=b=t=T

se obtine functia periodica f{?) avand domeniul de definitie [0, T].

Observatii

e Daca functia periodica f(?) definitd pe intervalul [-z, 7 | este impard atunci
conform relatiilor (6.95) coeficientii a; sunt nuli;

e Daca functia periodica f{z) definita pe intervalul [-7 7 ] este para atunci
conform acelorasi relatii, coeficientii b, sunt nuli.
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Aplicatia 6.8
Sa se aproximeze prin serii Fourier functia periodica impara de perioada
T=2r, definita astfel (fig. 6.3):

1 pentru t e (O, Tc)
f(t)= (6.99)
—1  pentru te(n, 2m)
A
Y
1
(0] V4 2 3z ¢
-1
Fig.6.3
Coeficientii Fourier se calculeazd conform relatiilor (6.95):
1 2z 1 V4 2z

a =7 {f(t)dt :;hf(t)dw if(t)dt} =0

1 2z 1 Ve 2z
a, =— If(t)cosktdt :—I:Icosktdt - Icosktdl:| =0 (6.100)

o ar T

2r e 2z 1)k

b =1 j_f(t)sinktdt:l [[sinktdt ~ [sinkidi 2 1=C)

Ty 7| o V4 k

Deoarece k este un numar natural, coeficientii b; se mai scriu:
0 pentru k=2n
b, =14 (6.101)

— pentru k=2n-1
n(2n-1)

Dezvoltarea in serie Fourier a functiei definite prin relatia (6.99) se scrie:

f(t)=i(
v

sint N sin 3t N sin St N j (6.102)
1 3 5

Pentru =772 valoarea functiei este f{772)=1 iar din relatia (6.102) rezulta:

| _4 sz'n(7r/2)+ sin3(7z/2)+ sin5(7r/2)+mj (6.103)
T 1 3 5
adica se obtine suma seriei urmatoare:
ULV U W 4 (6.104)

375 79 7 4
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Aplicatia 6.9
Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica para de
perioada T=2 7 definita astfel (fig.6.4):

f(1)= {l pentrut e (O, TE) (6.105)

2n—t pentrut € (m, 2n)

A
Y

/2 4

Fig.6.4

Coeficientii Fourier se calculeazd conform relatiilor (6.95):

127t 1 T 2n -
=— [ f(t)di=—]| [edet + [(2n—1)dt |==
a 2n£f() 2n£ {(n st |==
2n T 2n 1)k
akzljf(t)cosktdtzl J.tcosktdt-k j(zn—t)cosktdt =5-# (6.106)
U o - T k

2n T 2n
1 1
b == [ f(t)sinkedt =—{|‘tsinktdt + [(2n- t)sinktdt} =0
i b1
0 0 T
Deoarece k este un numar natural, coeficientii a; se mai scriu:

0 pentru k=2n
W= i;z pentru k=2n-1 (6.107)
T (2n-1)
Dezvoltarea in serie Fourier a functiei periodice (6.105) se scrie:
m  4(cost cos3t cosSt
O
Deoarece f(0)=0, relatia (6.108) pentru =0 devine :

T 4 1 1 1 1
0= | l+—t—F—F—+... 6.109
2 n( 3252 72 97 ] ( )

(6.108)

Rezulta suma seriei:

1 1 1 1 2
1—2+3—2+5—2+7—2+...=% (6.110)



6. Metode numerice pentru interpolarea functiilor 137

Aplicatia 6.10
Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica impara de
perioada T=2x definita astfel (fig.6.5):

f(t)={

A

S / /
’ 72 " 74” 2
_72' ...........

Fig.6.5

¢ pentru t € (0, Tf) (6.111)
t—21 pentrute (ﬂ, 275) ‘

Coeficientii Fourier se calculeaza conform relatiilor (6.95):

1 2 1 T 27
=— t)dt =—1| |tdt+ t—2rx)dt |=0
ay 2”gf() MM 7{( n)}
1
T

2r T 2r
akzéjf(t)cosktdt: {J‘tcosktdt+ J‘(t—27r)cosktdt}=0 (6.112)
0 0 V4

127z 1 V4 2z 2(_1)k+1
by =— [ f(t)sinktdt=—| [tsinkedt+ [(t-27)sinktdt |==—"—
o an 7

Deoarece k este un numadr natural, coeficientii b, se mai scriu:

—2i pentru k =2n
b = n (6.113)
2 entru k =2n—1
wm-1 P
Dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.111) se scrie:
sint sin2t sin3t sindt  sinSt
t)=2 - + - + - 6.114
A ( 1 2 3 4 5 J ( )

Pentru t=7/2 valoarea functiei este f{7/2)= /2 iar relatia (6.114) devine:

%: 2[sin(71z/2) B sin2(27r/2) N sin3(37[/2) B sin4g7r/2) +j (6.115)

Rezulta suma seriei:

L r 11z (6.116)
35 79 4
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Aplicatia 6.11

Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica para de
perioada T=2x definita astfel (fig.6.6):

—t+r/2 pentrute(O, 7[/2)
f(t)= 0 pentrute(ﬂ/Z, 37r/2) (6.117)
t=371/2 pentrute(37/2,2x)

A

/2

w2 o w2 2 4

Fig.6.6

y

-2 o

Coeficientii Fourier se calculeazd conform relatiilor (6.95):

1 27 1 /2 pe 2z e e
=— t)dt=— —t+— |dt+ t—3—\|dt|=—
o 27z£f() 24]( 2] 312( 2] } 8

0

7w/
127[ 1 /2 T 2z T
a =—If(t)cosktdt=— J (—t+—}coskt-dl+ J (t—3—jcoskt~dt (6.118)
) Lo 2 37/2 2
krx
5 1—cos7 127
= b, = {f(t)smktdt=0
Deoarece k este un numaér natural, coeficientii b se mai scriu:
0 pentru k =4n
b, = 2 1 pentru k=2n (6.119)
x (2n)* '
2% pentru k=2n-1
7 (2n-1)

Dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.117) se scrie:

7w 2(cost cos2t cos3t cos5t cos5St
f)=—+—|—FF+—FF+—FFF+—+—F
8 71 2 3 4 5

Deoarece f(0)=rx/2 din relatia (6.120) rezultd suma seriei :

(6.120)

.= 6.121
12 22 32 52 ¢? 16 ( )
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Aplicatia 6.12
Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica impara de
perioada T=2r definita astfel (fig.6.7):
t pentrute(0, 7/2)
f(t)=4-t+x pentrute(;r/Z, 37[/2) (6.122)
t-2r  pentrute(3z/2, 2x)
A

W2 TS 3

Coeficientii Fourier se calculeaza conform relatiilor (6.95):

2 2
a, =2i [r(ydt=0;  a 1 [r(t)cosktdr=0
T 0 T 0
g (6.123)
Sin——-

1 /2 37/2 2z 4 2
by=—| [tsinkidt+ [ (=t+7)sinktdt+ [(t—2x)sinktdt |=——
1o /2 37/2 7k
Deoarece k este un numadr natural, coeficientii b se mai scriu:
0 pentru k=2n
4 -1
by =1—7—= pentru k=4n—-1 (6.124)
7 (4n-1)
i;z pentru k=4n+1
7 (4n+1)

Dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.124) se scrie:

4 (sint sin3t sinSt sinTt
t)=— - + - +... 6.125
i) =2 (St st s s ) (6125)

Deoarece f(#/2)= 772 din relatia (6.125) se obtine suma seriei:

1 1 1 1 7
1—2+3—2+5—2+7—2+...=? (6126)
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Aplicatia 6.13
Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica para de
perioada T=7x definita astfel (fig.6.8):

f(t)= |sint|, pentru t € [0, 7] (6.127)

i 4

r ap o‘ 2 ;;
Fig.6.8

Coeficientii Fourier se calculeaza conform relatiilor (6.95):

a, :ijf(z)dt :i@.sintdt} _2
72'0 T 0 T

akzziff(t)cosZktdt:l ]{sint-cos2ktdt L SN S (6.128)
Ty 7|y 7 (2k-1)2k+1)

b, = zjf(z)sinzkrarz =0
4

Dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.128) se scrie:

2 4(cos2t cosdt cosb6t
t)=—-— + + +... 6.129
AL T 72'[ 1-3 3.5 5.7 j ( )
Deoarece f(0)=0 din relatia (6.129) rezultd suma seriei :
LI S (6.131)
-3 3.5 5.7 2
Deoarece f(z/2)=0 din relatia (6.129) rezulta suma seriei:
g vt .t _z=2 (6.132)
1.3 3.5 5.7 79 911 4

Aplicatia 6.14
Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica para de
perioada T=7x definita astfel (fig.6.9):

f(t)= |cost|, pentru t € [0, 7[] (6.133)
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Y A
1
- -7/2 @ 2 T t
Fig.6.9

Coeficientii Fourier se calculeaza conform relatiilor (6.95):

T

1;; 1 /2 T 2
ao:;Jf(t)dt: I costdt— Icostdt =—
0 0

7/2 4
7 T 2 /2 T
a :—ff(t)cos2ktdt=— I cost-cos 2kt dt — Icost-cosZktdt (6.134)
7[0 T 0 /2
4 1 i
- . b, =— | f(t)sinktdt=0
S CY Y YY) T {f( s

Dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.133) se scrie:

2 4[c0s21 cos4t cos6t j
+ + +...

t:___
/(1) Tz x\ 1-3 3.5 5-7

(6.135)

Se observa ca se obtine aceeasi dezvoltare ca in cazul functiei (6.127):
f(t)= |sint|, pentrut € [O, 7z]

Aplicatia 6.15
Sa se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodica impara de
perioada T=2 7 definita astfel (fig.6.10):

f(t)=e, pentrutel0, r] (6.136)

v

o ” 2 t
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Coeficientii Fourier se calculeazd conform relatiilor (6.95):

ag :%J‘f(t)dt =%D‘e_‘” dt} _lze
0

0 anrn

a =%If(t)cos2ktdt=%{'[e_”t cosZktdt} (6.137)
0 0

by :Ej'f(t)sinZktdtzg je_‘" sin 2kt dt
Ty am

Se introduc numerele complexe:

2 V4 ~ 2 d ) 21— —(a+2ki)z
a, —ib, :—{[e “(cos2kt—i sinZkZ)dt} = —{[e‘(“”k’)’ dz} £
7 7 T

0 0 a+2ki (6.138)
2 a-2ki _
_ b . 1_ -ax
R 7ra2+4k2( )
Folosind acest rezultat se obtine:
2a \1-e™ " Ak \1—e"
g =2 g = (6.139)
T a” +4k T a” +4k
Deci dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.136) se scrie:
l-e (1 < acos 2kt + 2k sin 2kt
flt)=——=+2> > 5 (6.140)
n a k=1 a” +4k

6.6. Aproximarea functiilor prin regresii.
Metoda celor mai mici patrate

Fie f:[a, b] > R o functie discretd definitd intr-un numar finit de puncte
ale intervalului de definitie x, i=I, 2, 3,.., n si y; valorile corespunzatoare ale
acestei functii. Se cautd o functie de aproximare g(x), numita functie de regresie,
care sa aproximeze functia datd prin minimizarea expresiei:

5=l -etx )P, i=l+n (6.141)
i=l1
in care: g(x)= iakgk(x); k=12, ..m (6.142)
k=1

este o functie polinomialad de aproximare
a; reprezinta coeficientii regresiei
2i(x) - un set de functii liniar independente.
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) ) M | A
)

v

0) X=a  x, X3 X; X,=b X

Fig. 6.11

In cadrul acestei metode de aproximare nu este necesar ca functia g(x) sa
interpoleze valorile functiei date prin puntele de definitie ale ei A;(x; y;), fiind
suficientd minimizarea expresiei (6.141), care se exprimd prin anularea derivatelor
partiale ale lui S in raport cu coeficientii regresiei a;. Se obtin relatiile:

oS 0 %
8ak 8ak i=1

2
{y, Zakg(x )} =0 ;k=1,2,3,...m (6.143)

Relatiile (6.143) reprezinta un sistem de m ecuatii cu necunoscutele ay.

In cazul paticular in care functiile gy(x) sunt un set de functii independente
de forma: gi(x)=x"!, k=1, 2, ...m , atunci relatiile (6.143) capati forma particulara:

a : m—. 2
a(;[[—al—azxi —a3xl-2—...—amxi 1] JzO (6.144)
k=123, .., m
Relatiile (6.144) sunt echivalente cu sistemul:
—ay—ayx; —aaxt ——a, x" X =0 6.145
i 1 240 34 m’i i
i=1

si se mai scrie sub forma: k=123,..m

(ixf_llal + [ixfjaz +ot [ix!”m_z]am = zn:xik_lyi (6.146)
il il il i1

Particularizand relatia (6.146) pentru diferite valori ale lui m se obtine:

» pentru m=1 se foloseste g;(x)=1 si aproximarea se face cu o dreapta paralela
cu axa Ox, care este media valorilor functiei:

g(x)= %——Z% (6.147)

i=1

Coeficientul regresiei a; se calculeazd conform relatiei (6.144):

6a " da (Z[,Y —Cll]z]:ZiLvi—al]:() = alzii)’i(6-148)
1 : =l i-1
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» pentru m=2 se foloseste setul de functii g;(x)=1, g»(x)=x, si aproximarea se
face printr-o drepta de regresie:

g(x)=a, +ax (6.149)

in care coeficientii a; $i a, se obtin din sistemul (6.146) care are forma
particulara:

n n
na, + (Zx,- jaz = Zyl-
i=1 i=1
n n 2 n
[zxi )al +[zxi jaz = Zyi X;
i=1 i=1 i=1

Parametrul regresiei (6.149), numit si coeficient de corelatie, are expresia:

D )

ac = (6.151)

(6.150)

n

2 2
1 n n 1 n

fo—(inj ny—(Zyi)
n =1 i=1 n\ =1

i=1

Aproximarea unei functii printr-o dreaptd de regresie este bund daca
valoarea coeficientului de corelatie are o valoare apropiata de ac=1.

> pentru m=3 se foloseste setul de functii: g;(x)=1, gx(x)=x si gs(x)=x" iar
aproximarea se face printr-o parabold de regresie avand ecuatia:

g(X)=a, + ayx+a;x* 6.152
11+4a; 3

in care coeficientii regresiei a;, a; si a; se obtin din sistemul (6.146), care are
forma particulara:

n n n
nay +[Z)Ci jaz +(in2ja3 = Zyl
i=1 i=1

i=1

n n n
2 3 4 2
(Z X jal +(Z X Jaz +(in ja3 =2V
i=1 i=1 i=1 i=1

> pentru m=4 se obtine setul de functii: g;(x)=1, g@:(x)=x, g;(x)=x" si gs(x)=x"
iar aproximarea se face printr-o cubicd de regresie avand ecuatia:

M:

ViX; (6.153)
1

=

g(x)=a, +ayx+ayx* +a,x° (6.154)

in care coeficientii regresiei a; , a, si a; se obtin din sistemul (6.3.4), care are
in acest caz forma particulara:



6. Metode numerice pentru interpolarea functiilor 145

na, +[ixi jaz +(ix,-2)a3 +[Zn:x?]a4 = iyi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
X |ay+ inzJaZ + ZXEJ% | 2w fag =2 v
i i=1 i=1 i i

(6.155)

n

>

i=l

n 7 z

inz a + ZX?J% + Zx;‘jaS + les A4 =Zyixi2
i1 i=1 =l .

n

2

n n
x? a, + Zx;‘}zz + fo]% + iné ay ZZJ’;X?
j i=1 i=1 i

Pentru aproximarea prin functii de regresie avand gradul 4, 5, ... rezulta un
sistem de ecuatii liniare care se se obtine prin addugarea unei noi linii si a unei noi
coloane la ultimul sistem obtinut.

Aplicatia 6.16

Sa se determine dreapta si parabola de regresie care aproximeaza valorile
functiei care trece prin punctele 4,(1, -1), 4»(2, 0), 45(3, 3), 44(4, 3) s1 45(5, 4).

Rezolvare

» Dreapta de regresie se afla cu ajutorul relatiei (6.149), unde cei doi coeficienti
a; si a, se obtin din sistemul de ecuatii (6.150) care se scrie:

st n,
Rezolvand acest sistem se obtin coeficientii regresiei:

a=-25 a,=15 (6.157)
Dreapta de regresie se scire: g(x)=15x-2,5 (6.158)
Valoarea abaterii medii patratice (6.141) este in acest caz: S=1,5 (6.159)

» Parabola de regresie se afla cu ajutorul relatiei (6.152), unde cei trei
coeficienti a, , a;si aj; se obtin din sistemul de ecuatii (6.153) care se scrie:

Sa; +15a, +55a; =10
55a, +225a, +979a; =199

Rezolvand sistemul de ecuatii se obtin coeficientii regresiei:
685 447 20
a =——; Ay =——,; Q7 =——, 6.161
! 27218 7 218 (6.161)
Parabola de regresie este:

2(x)= —2+8(685 —447x + 20x2) (6.162)
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Valorile functiei de interpolat, ale parabolei de regresie si diferentele
corespunzatoare in punctele de definitie ale functiei sunt date in tabelul 6.8.

Tabelul 6.8

x yi S yi/ (%)
1 -1 -1.18349 0.183486
2 0 0.591743 -0.59174
3 3 2.183486 0.816514
4 3 3.591743 -0.59174
5 5 4.816514 0.183486

S 1.434349

Valoarea abaterii medii paratice pentru parabola de regresie calculata
conform relatiei (6.141) este: S=1,434349. Se observa ca abaterea medie paratica
este mai micd decat in cazul dreptei de regresie.

6.7. Interpolarea cu functii spline

Fie o functie f: [a, b] = R o functie continua si derivabila de clasa C'
definita discret. Se pune problema cat de exact se poate aproxima aceastd functie.

Folosind feorema lui Faber, se obtin erori din ce in ce mai mari in ceea ce
priveste aproximarea functiei cand numarul de puncte de interpolare este foarte
mare (n—0) sau cand gradul polinomului de interpolare creste foarte mult. Daca se
micsoreaza lungimea subintervalelor fard a creste foarte mult gradul polinomului
de interpolare, atunci rezultatul ar fi mai bun. Se obtine deci un rezultat bun daca se
micsoreaza lungimea subintervalelor si se folosesc polinoame de interpolare avand
acelasi grad pentru fiecare din aceste subintervale ale intervalului [a, b].

O functie continui si derivabild de clasa C’ se poate aproxima printr-o
succesiune de polinoame de interpolare avand gradul minim doi, toate aceste
polinoame avand acelasi grad pentru fiecare subinterval al intervalului [a, b].
Aceasta categorie de functii poartd numele de functii spline.

Fie f: [a, b] > R o functie definitd pe intervalul [a, b]. Se considerd o
retea de noduri din acest interval, notatd cu x; , i= 0, I, 2, 3, ..., n care imparte
intervalul [a, b] in n subintervale [x; x;+;]. Se cunosc valorile discrete y; ale functiei
in nodurile x; s§i x;;. Functia s: [a, b] & R se numeste functie spline de ordin r
daca indeplineste urmatoarele doud conditii:

a. expresia functiei s(x) pe subintervalul [x; x;+,] este un polinom de gradul »>1 ;

b. functia s(x) este derivabila de -1 ori, decis € C"" [a, b].

6.7.1. Functia spline de gradul I
Functia spline s(x) de gradul I este de forma:
s(x)=ax+b (6.163)
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Pentru fiecare subinterval [x; x,.;] coeficientii polinomiali a si b se
determina din conditiile:

{s, (%)= =ax, (6.164)
Si(Xi1)=Yi = ax;, +b
Inlocuind se obtine:
q=2i =i b:yi_ayiﬂ_yi (6.165)
Xig1 =X Xig1 =X
Rezulta expresia functiei spline de gradul I:
s (x) =y, + 22 () (6.166)
.

i+l i

In aplicatiile ingineresti, functia spline de ordinul I se foloseste mai putin
decat cele de gradul I si III.

6.7.2. Functia spline de gradul 11

Functiile spline de gradul II sunt polinoame care pe intervalul [x; x;+;] au
forma:

S[(x):yi+mi(x_xi)+ai(x_xi)2 (6.167)

Pentru fiecare subinterval [x; x;+;] se observa ca functia data sub forma
(6.167) satisface conditiile :

{Si (%)= (6.168)
si(x;)=m;
Coeficientul polinomial g; se determina din conditia:
Si(Xi1) = Yin (6.169)
care este echivalent cu: v, = y; +m;( X, — %)+ a;( X, —x; ) (6.170)
Se obtine: a, =22 T (6.171)
h; h;

1

Inlocuind coeficientul polinomial a; in expresia (6.167) se obtine functia
spline de gradul II :

si(x)zyi+mi(x—xl-)+(%—%](x—xi)2 (6.172)
In acesata expresie coeficientul m;,; este necunoscut.
Se scrie functia spline de gradul 11 (6.172) pentru subintervalul [x;.;, x;+2]:

=V m.
Sitl (x)= Yirl T My (x— xi+1)+(yl+2hz Vil _ hH'l J(x—xiﬂ)z (6173)
i+1

i+1
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Punand conditia ca in nodul x;.; functiile s;(x) si s;+,(x) sd aiba aceeasi
panta (adica derivatele de ordinul I egale), se obtine:

S;(xm) = s;+l(xi+1) (6174)
in care: si(x)=m, +2(%J(x—xi)
S1{+1 (x)=my, + 2[%}(35 —Xi) (6.175)
i+l

se obtin urmatoarele relatii intre pantele m; $i m,.;:

mmzz%_mi, i=1+n-1 (6.176)

1
Observatie

Relatiile (6.176) intre pantele m; si m;; din nodurile retelei reprezinta n-1/
ecuatii cu n necunoscute. Pentru a rezolva acest sistem este necesard o conditie
suplimentard, de exemplu: o valoare pentru m; sau m, , o relatie intre doud pante
m; s1m; etc.

6.7.3. Functii spline de gradul I1I

Functiile spline de gradul III sunt polinoame care pe intervalul [x; x;:;] au
forma:

si(x) =y +m(x=x;)+a,(x=x, ) +b;(x—x; )} (6.177)

Pentru fiecare subinterval [x; x;+;] se observa ca functia data sub forma
(6.167) satisface conditiile :

si(x;)=y;
si(x;)=m;

(6.178)

Coeficientii a; si b; din (6.177) se determina din conditiile de continuitate a
functiei spline de gradul III si a derivatei ei in punctul x;.;:

{Si(xiﬂ) = Sin(Xin) (6.179)
Sz{(xi+l) = Sz{+1 (Xi1)
in care:

Sitl (x) =Yin Ty (x Xt ) +a;y (x —Xin )2 + bi+l(x Xt )3 (6 1 80)

Derivatele lor au expresia:

si(x)=m;+2a;,(x—x;)+3b;(x—x; ) (6.181)

2
S;+1 (x) =myy + 2ai+l (x ~Xiyl )+ 3bi+l (x —Xis1 )
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Inlocuind in relatiile (6.179) rezulta sistemul de ecuatii:

o+ mghy +ahl + bk =
Vi it it it Vit (6182)
m; +2a;h; +3b.hF =m,,,
Rezolvand acest sistem rezulta coeficientii a; si b;:
a,=3 yl'+1hz_ Yi _ mi+1h+ 2m;
! ! (6.183)
b = X — Vi | M M
’ h h}

1

Tinand seama de expresiile obtinute pentru a; si by, functia spline de
ordinul Il se scrie:

=, ) 2m.
Si(x):yi+mi(x_xi)+(3yl+;’lz y,_mHl; m;

1

)(x—xi)2 +
(6.184)

_{_2 yi+;l3_yi _ mi+;l:mi J(x_xi)3

1

In expresia (6.184) pantele necunoscute m; si m;.; se determina din conditia
ca 1n nodul x;;; functiile s; si s,.; sa aiba si derivatele de ordinul II egale:

S (X1 ) =8 ( X)) (6.185)
si(x)=2a;+6b;(x—x;)

in care: (6.186)
5ia(x)=2a;,, +6b (X —X;,y)
Conform relatiei (6.183) coeficientii a;.; $i b;+; au expresiile:
4, = 3 yi+2h2_ Yiel mi+2h+ 2mi+1 .
s il (6.187)
_ Yieo = Vigt | Migp T My
by =2 X + 2

i+1 i+1
Inlocuind in conditia (6.185) se obtine urmitoarele relatii intre pantele m; ,

My $1 Mo

Yiv2 T Vit Yis1 Vi
heom +2(h +h. )m., +hm,_ ,=3 h = St By :
AR //” ( i 1+1)ml+1 M2 ( i h,‘+1 i+1 h[+1 j (6188)

i=12, .., (n-2)
Impartind relatia (6.188) cu (k,, +4;) si ficand notatiile:
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_ hi+1 .
Pi+l hi+1 + h[ ’
1 = 3 (hi Yiv2 T Vi+l +hi Vit _J/i] (6.189)
ht+1 + hi hi+1 ht+1
h.
L= L , i:1,2,..., n—2
i+1 hi+1 + h,’ ( )

relatiile (6.188) intre pantele m;, m;+; $i m;+, se scriu:
Piimy +2mi g+ Ami oy =diy i=123,.., (n=2) (6.190)
Relatiile (6.190) intre pantele m; , m;.; si m;, reprezintd n-2 ecuatii cu n
necunoscute. Pentru a rezolva acest sistem sunt necesare doud conditii

suplimentare, de exemplu: valorile pantelor m; si m, sau doud relatii intre doua
perechi pante .

Aplicatia 6.17

Sa se gaseasca functiile spline de gradul II care aproximeaza functia data
prin punctele 4,(0, 1), 42(2, 2), A5(3, 0) dacé in x,=0 are panta m,;=1 (fig.6.12).

A
y
I’HQ:ng.’
WZ1—1
/4
h[ hg X -
0 | x;=0 x;=2 x3=3
) m;=igf
Fig.6.12
Rezolvare

Cele doua subintervale /; , h; si valorile pantelor m; §i m; sunt :

h1=2; hzzl,

m; =1

my =222 —0 (6.191)
2

m3:2y31y2 m, = —4

Rezulta urmatoarele expresii ale functiilor spline de gradul II:
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2
Sl(x)=1+x—xT

(6.192)
Sy(x)=2-2(x-2)*
Derivatele functiilor () se scriu:
iy)=1-2
sitx) =13 (6.193)

sy(x)=—-4(x-2)

Se observa ca functiile spline (6.192) satisfac conditiile de continuitate la
limita celor doud subintervale (x=2):

51(2)=5,(2)=2; s/(2)=54(2)=0 (6.194)

Aplicatia 6.18
Sa se defineasca functiile spline cubice care aproximeaza functia care trece
prin punctele A4,(0, 1), 45(2, 2), A3(3, 0) si are pantele m;=1 si m;=0 (fig.6.13).

A
y my=tga

/ my=1

»
R =

o |x=0 =2 x=3 x

Fig.6.13
Rezolvare

Cele doua subintervale %, , h; si valorile parametrilor p,, A, si d, sunt :

=2 hy=1 p,= b _1.
h+hy, 3
N 5 (6.195)
2 = 1 =— d2 = _3,5.
h+h, 3
Se obtine sistemul de ecuatii §i respectiv solutiile:
m;=1 m;=1
1 2 23
—my +2my +—my =3,5 =imy, =—— 6.196
3 1 2 3 3 2 12 ( )
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Functiile spline cubice pentru cele doua subintervale au expresiile:

Sl(x):1+x+£x2 —§x3, xe[O, 2]
24 48 (6.197)

RE
6
Se observa functiile spline (6.197) satisfac conditiile de continuitate la

limita celor doud subintervale. Derivatele corespunzatoare sunt:

sz(x)=2—%(x—2) (x—2)2+§(x—2)3, xel2,3]

, 17 23
sl(x)=1+5x—ﬁx2, xe[0,2]
sé(x):—%—gj(x—2)+§(x—2)2, xel2, 3]

(6.198)
s”(x)—ﬂ—éx xeo, 2]
: 2 8" ’
Sg(x):—l?’—3+§(x—2), xel2, 3]

Pentru x=2 se obtine:
851(2)=5(2)=2;
s1(2)=s5(2)=-23/12 (6.199)
s(2)=s5(2)=-13/3



7. METODE NUMERICE DE
DERIVARE A FUNCTIILOR

Derivarea numerica a functiilor este o operatie de aproximare a derivatelor
intalnitd in prelucrarea datelor experimentale, atunci cand functiile sunt definite
sub o forma discretd, aproximarea derivatelor faicandu-se pe baza valorilor functiei
intr-un numdr finit de puncte. Derivarea numerica a functiilor definite sub o forma
discreta se poate face folosind polinoamele de interpolare prezentate in capitolul 6
sau alte metode cum ar fi dezvoltarea in serie Taylor sau cu diferente finite
prezentate in capitolul 5.

7.1. Derivarea folosind parabole de interpolare

Fie f: [a, b] > R o functie definitd pe intervalul [a, b]. Se considerd o
retea de noduri din acest interval, notatd cu x;, i= 0, I, 2, 3, ..., n, care imparte
intervalul [a, b] in n subintervale [x.;, x;]. Se cunosc valorile discrete ale functiei
f(x) in nodurile x; . Pentru calculul derivatelor functiei in punctele x; se pot folosi.
functii de interpolare polinomiale g(x) de gradul n-1, unde n reprezinta numarul de
puncte prin care se interpoleaza functia, numite si parabole de interpolare.

Astfel pentru n=3 §i n=4 se obtin urmatoarele parabole de interpolare :
» pentrun=3 se obtine parabola de interpolare de gradul Il si derivatele ei:
g(x)= Ax* + Bx+C;
g'(x)=2Ax+B; (7.1)
g'(x)=24

Pentru usurinta calculelor, se aleg cele trei puncte echidistante la distanta 4,
(x.;=-h, x;=0, x;.;=h), cain figura 7.1

Yi+1

v

Xi1 @) Xi Xit+] X

Fig.7.1
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Conditiile de interpolare ale functiei in cele trei puncte f(x.;)=y;.;, f{x;)=y
J(xi+1)=yi+1, introduse in relatia (7.1) conduc la sistemul:

yiy = A(=h)* + B(=h)+C
yi=A4A-0+B-0+C (7.2)
Vin = A(h)* + B(h)+C

Rezulta coeficientii polinomului (7.1):

Vi —2Yi + Vin Yirl = Vi
= B= ) C= i 73
e 2 y (7.3)
Inlocuind in expresia (7.1) se obtine parabola de interpolare de gradul II -
Vo =2V + Vi 2, Yia ~Via
- + +y, 7.4
() = P 2 e (7:4)

Formulele de calcul ale primei si ale celei de a doua derivate a lui g(x)
conform relatiei (7.4) in punctul x ;=0 sunt:

' Yivl — Vi1
g'(0) o
(7.5)

g"(0)=24= Yicl _211.);1' + Vis

» pentru n=4 se obtine parabola de interpolare de gradul Il si derivatele ei:
p(x)zAx3 +Bx? +Cx+D
p'(x)=34x" +2Bx+C (7.6)
p"(x)=6A4x+2B;
p"(x)=64

Pentru usurinta calculelor, se aleg cele patru puncte echidistante la distanta 4,
(xi.;=-h, x;=0, x;v;=h, x;:2=2h) cain figura 7.2

Yi+2

v

X O |x Xit] Xit2 X

Fig.7.2

Conditiile de interpolare introduse in relatia (7.1) conduc la sistemul:
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vy =A(-h)> +B(-h)* +C(=h)+D
y=A-0+B-0+C-0+D
Vi = AR + Bh* + Ch+ D
Viey = A(2h)* + B(2h)* + C(2h)+ D

(7.7)

Rezolvand acest sistem se obtin valorile coeficientilor polinomului (7.5):

1 1
A= ﬁ(_ Via 3y =3V + y[+2) B= W(yi—l -2y + )’i+1)

1
C :Z(_Zyi—l =3y +6y4 _J’i+2); D=y, (7.8)

Inlocuind in expresia (7.6) se obtine parabola de interpolare de gradul III:
x3 X2

p(x)= _3(_ Vit ¥3Yi =3V + Via )+_2(yi—l =2y, + Y+

6h 2h (7.9)

+%(_ 25,1 =39, +6Y,0 — Via )+ s
Formulele de calcul ale primelor trei derivate a lui g(x) conform relatiei
(7.5) in punctul x ;=0 sunt:
p'(0)=C= (_ 2y =3y 6y~ Vi )/h
P'(0)=2B=(yiy =2y, +yin )/ h (7.10)
P"(0)=64=(=y, +3y, =3y +yi2)/ I’

Aplicatia 7.1

Folosind parabolele de interpolare de gradul II si III sa se calculeze primele
doua, respectiv trei derivate ale functiei f{x)=x’Inx definita discret prin valorile ei
in punctele xo=1, x;=1,2; x,=1,4; x;=1,6, x,=1,8 §i x5=2.

Rezolvare

> In tabelul 7.1. s-au determinat valorile exacte ale functiei si ale primelor
derivate conform relatiilor:

f(x)=2x-Inx+x; f"(x)=2Inx+3; f"’(x):%;f(n/)(x)z—xiz; (7.11)

Tabelul 7.1
X; Sx) Sx) S(x) S"(x)
1 0 1 3 2
1.2 0.262543 1.637572 3.364643 1.666667
1.4 0.659486 2.342122 3.672944 1.428571
1.6 1.203209 3.104012 3.940007 1.250000
1.8 1.904429 3.916032 4.175573 1.111111
2 2.772589
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> In tabelul 7.2. s-au determinat valorile aproximative ale primelor doua derivate
folosind parabola de interpolare de gradul II:

Tabelul 7.2
Xi Yi g'i(x) g"i(x)
1.2 0.262543 1.648714 3.359988
1.4 0.659486 2.351666 3.669529
1.6 1.203209 3.112358 3.937395
1.8 1.904429 3.923449 4.173511

> In tabelul 7.3. s-au determinat valorile aproximative ale primelor trei derivate
folosind parabola de interpolare de gradul III .

Tabelul 7.3

Xi Ji g'i(x) g"i(x) g"i(x)

1 0

1.2 0.262543 1.638396 3.359988 1.547708
1.4 0.659486 2.342737 3.669529 1.339329
1.6 1.203209 3.104488 3.937395 1.180579
1.8 1.904429

2 2.772589

Din tabelele 7.2 si 7.3 rezulta cd valorile aproximative obtinute pentru
primele doud derivate folosind parabolele interpolare de gradul III sunt mai
apropiate de valorile exacte decat cele corespunzitoare parabolelor de gradul II.
Pentru derivatele de ordinul trei diferentele dintre valorile exacte si cele
aproximative din tabelul 7.3 sunt mai mari decat pentru primele doua derivate.

7.2. Derivarea folosind polinoamele de interpolare

Lagrange
Fie f: [a, b] > R o functie definitd pe intervalul [a, b]. Se considerd o
retea de noduri din acest interval, notatd cu x; , i= 0, I, 2, 3, ..., n, care Tmparte

intervalul [a, b] in n subintervale. Se cunosc valorile discrete y; ale functiei f{x) in
nodurile x;. Pentru calculul derivatelor functiei in punctele x; se folosesc
polinoamele de interpolare Lagrange sub forma:
n (_l)n—k q[n+1]

L h)=
rovah)= 3

Vi (7.12)

unde s-a notat: ¢ = x—hxo o g = gg-1)g-2).(g-n) (7.13)

Tindnd seama de schimbarea de variabild (7.13) pentru polinoamele de
interpolare Lagrange:
X=Xy @ 1

; — 7.14
h dx h ( )

q:
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prima derivatd a Iui L(x) se calculeaza astfel:

n—k [n+1]
L()_dL da Z( )" d(q qu

okl(n=k)! dg\ q—k | dx
[ y (7.15)
1 d n+
L'(x )—hZ;, S
k=0 k! (n— k)’ dg| gk
A doua si a treia derivata se determind in mod asemanator:
) d L d _1) —k d2 [n+1]
dx o k!(n— k)/ dg*\ g—k
(7.16)

Llﬂ( ) —

(dqj ~ Z( 1" kyk d3 [n+1]
dx WSkl (n— k)/ dq q-k

Expresiile acestor derlvate, pentru un numar 2, 3 si 4 intervale de divizare,
respectiv 3, 4 si 5 puncte de interpolare echidistante, sunt:

» pentru n = 2 intervale, respectiv n+/=3 puncte de diviziune, expresia (7.12)
capata forma particulara:

_(g-1g-2)  4qlg-2)  qlg-1)
M=o 2~ " o 717
iar derivatele de ordinul I si II au expresiile:
dL 1 2g-3 2q-—1
L'(x )_d_ ZZZ{qT)’o—Z(q—l)MJFqTJ’z}
(7.18)
" . _ X_XO
L'(x)= a’ o hzb’o i +3 ) q= p

Formulele de calcul ale primelor doua derivate a lui L(x) pentru x=x, respectiv
q=0 conform relatiei (7.18) sunt:

, 1
L (xo)zﬁ(—:;)’o +4y, - ;)
(7.19)

n 1
L (xO):h_z(yO =20 +J’2)

» pentru n = 3 intervale, respectiv n+/=4 puncte de diviziune, expresia (7.12)
capata forma particulara:

~ g-1g-2)g-3) qlg—2)g-3)
La)= 013/ CARTEY

_dla=la=3) q(q—l)(q—2)y3

a1 7 310!
iar derivatele de ordinul I, II si III au expresiile pentru x=x, respectiv g=0:

N

(7.20)
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dL 1 _1| 3¢°-12q+11  3¢>-10g+6  3¢°—8g+3  3¢° —6q+2
(x) dg T h{ 6 Yo 2 Vi L PR

. d2L1 1
L'(x)= n =h—2[—(q—2)yo+(3q—s)y1—(3q—4)y2+(q—1)y3]

AL (1Y 1 X —Xp
Lm — . J— _ +3 _3 + . = 721
(x) _dq3 (_hj _h3[ Yo +3y1 =3y, + 13 q p (7.21)

Formulele de calcul ale primelor trei derivate a lui L(x) pentru x=x, respectiv
¢=0 conform relatiilor (7.21) sunt:

Tt 301
L(xo)z—(—zyo +3n 572 +§J’3}'

L(xo)— (2J’o =5y +4y, )’3) (7.22)

L’”(xo):ﬁ[—yo +31 =3y, + 3]

» pentru n = 4 intervale respectiv n+/=5 puncte de diviziune expresia (7.12)
capata forma particulara:
~1)g-2)g-3)g—4 —2)g-3)g-4
Liq)= 4= 0/)(5/ fa=4) _dlg )(5 - la=4)
Hi 4 S 1 (7‘23)
alg-g-3Ng-4) _alg-Ng-2)g—4)  alg-1)g-2)g-3)
y Y3+ Va4

212! : 31/ : 4.0/
iar derivatele de ordinul I, II, III si IV au expresiile:

dL 1 _2¢° -15q> +35¢-25 _4q3—27q2+46q—24y+

L
)= h 12h Y0 oh 1
2¢° —12¢% +19g -6 4g° —21¢° +28¢ -8 2¢°>-9¢% +11g-3
L 24 q ¢=6, %4 q 9-8 , 24" =9% 9=3
2h 6h 12h
L dr L 1Y 64> -30g+35  64% 27 +23
L ( )_ h = 12h2 0 3h2 »
(7.24)
6q —24q+19 _6q2—21q+14 6q —18q+11y
1242 ? 32 AT N
d’L 2g-5 4g-9 -2 4g-7 2¢-3
L"(x)= =1 = - +64
() (hj h3 yO h3 yl h3 y2 h3 y3 h3 J’4
4
d* L 1 X—X
IS —| ==(yy =4y, +6y, -4y +y,); q=—"2
(x)= dq 7 h X (J’O Y1 +0Y2 —4Y3 J’4) q 7

Formulele de calcul ale primelor patru derivate a lui L(x) pentru x=x, respectiv
=0 conform relatiei (7.24) sunt:
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12 3 4

Lix o (35, 219 14 11,
0/=52 12)’0 3,)/1 2)’2 3)’3 12}’4’

, 1 25 41
L'(xy) :Z(——J/o +4y, =3y, + =03 ——J’4jf

(7.25)
L"(x )—L 23 +9y, —12y, +7 35
0/=53 2)’0 M Yot 1y3 2J/4 B

|
L (xy)= h—4()’0 — 4y, +6y, —4y;3 + 1)

Aplicatia 7.2

Folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu 2, 3 si 4 intervale sa se
calculeze primele trei derivate ale functiei f{x)=x’Inx definitd in punctele x,=1;
x;=1,2; x,=1,4; x3=1,6; x,=1,8 s5i x5=2.

Rezolvare

» in tabelul 7.4. s-au determinat valorile exacte ale functiei si ale primelor trei
derivate conform relatiilor (7.11):

Tabelul 7.4
Xi Stx) S(x) S'(x) S (x)
1 0 1 3 2
1.2 0.262543 1.637572 3.364643 1.666667
1.4 0.659486 2.342122 3.672944 1.428571
1.6 1.203209 3.104012 3.940007 1.250000
1.8 1.904429 3.916032 4.175573 1.111111
2 2.772589

» in tabelul 7.5. s-au determinat valori aproximative ale primelor doua derivate

folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu doua intervale:

Tabelul 7.5
X Yi L'i(x) L"i(x) L"i(x)
1 0
1.2 0.262543 1.61776 3.669529
1.4 0.659486 2.324879 3.937395
1.6 1.203209 3.088746 4.173511
1.8 1.904429
2 2.772589

» in tabelul 7.6. s-au determinat valori aproximative ale primelor trei derivate
folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu trei intervale:
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Tabelul 7.6
X Vi L'(x) L"(x) L"'(x)
1 0
1.2 0.262543 1.635618 3.401663 1.339329
1.4 0.659486 2.34062 3.701279 1.180579
1.6 1.203209
1.8 1.904429
2 2.772589

» in tabelul 7.7. s-au determinat valori aproximative ale primelor trei derivate
folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu patru intervale.

Tabelul 7.7

X Vi L'(x) L"(x) L"'(x)
1 0

1.2 0.262543 1.637205 3.372559 1.577454
1.4 0.659486
1.6 1.203209
1.8 1.904429
2 2.772589

Se observa ca rezultatele obtinute cu polinoamele de interpolare Lagrange
cu mai multe intervale sunt mai apropiate de cele exacte.

7.3. Derivarea folosind polinoamele de interpolare
Gregory-Newton cu diferente finite progresive
Pentru calculul derivatelor unei functii f{x) se pot folosi polinoamele de
interpolare Gregory-Newton cu diferente finite progresive:
Wg4)ﬁm+qm—%m—MA%w+
N q(q—l)(q2;2)(q—3)A4y0 N q(q—l)(q—?;(()q—3)(61—4)A5y0 .

P(xg+qh) =y, +qAy, +
(7.26)

X=X dg 1
unde: =f(x,); qg=—"=L, L=—
Yo=/1(x0): ¢ A o
Daca in relatia (7.26) se iau in calcul numai termenii continand primele
cinci diferente finite progresive si se deriveaza, se obtin urmatoarele formule
generale pentru calculul derivatelor cu diferente finite progresive:
dPdg 1

P’ = — A +
(x) dq dx h( Yo

s 3¢7—6g+2

2g -1 3
Ny, +
5 Yo

3 2 4 3 2
. 2q 9q12+ 11g-3 A4y0 . 5" —40q° + 110250q 100g + 24 ASJ/OJ
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. d*P(dg 1( . 3 697 —18g+11 4
P'(x)= =[Ny +(q-D)Nyy +——L T Aty +
(x)= g (dxj hz( Yo+(q—1)Ny, 12 Yo

3 2 _
L2 12q12+21q IOASyoJ

a’p(d 1 2¢-3 2¢% —8q+7
P'(x)=—+ (qj :_(A3J’0+ q2 Aty +H 4q ASyoJ
dq’

dx n
d*p dq 1 (.4 5 X=X,
PV (x)= =—\A"yo+(q—2)Ny, | =
(x)= d (dx) h4( Yo+(q-2) yo) q h

Pentru x=x,, care corespunde lui ¢g=0 in relatia (7.27) se obtin urmatoarele

formule particulare de calcul a derivatelor cu diferente finite progresive in xy:

1 1 1 1
P'(xy)=— (AJ’O _EAZJ’O+3A3)’0 —ZA4)’0+5A5J/OJ

' 11 5
P'(xy)=— [A Yo~ A3YO+EA4)’O _EASJ’O}

(7.28)
m 3 3 4 7 5
P(xo)— Ayo_EAyo+4AJ’0
1w ( 4 5 )
P (xo)— Ayy =277y,

Aplicatia 7.3

Folosind formulele de derivare (7.28) cu diferente progresive, si se

determine derivatele de ordinul I, II, III si IV in punctul x,=/ pentru functia f{x)=x
Inx definita n punctele: xy=1, x;=1,2; x,=1,4; x5=1,6; x,=1,8 §i x5=2.

Rezolvare

» 1in tabelul 7.8 sunt calculate valorile exacte ale functiei si ale primelor patru
derivate conform relatiilor (7.11);

» in tabelul 7.9 sunt calculate valorile diferentelor finite progresive in punctul
xo=1 ale functiei definitd discret in tabelul 7.8;

» in tabelul 7.10 sunt calculate valorile aproximative ale primelor patru derivate
in punctul x,=1 folosind formulele cu diferente finite progresive (7.28).

Tabelul 7.8

X; f(x) f(x) "(x) /"(x) /' (x)

1 0 1 3 2 -2

1.2 0.262543 1.637572 3.364643 1.666667 -1.38889

1.4 0.659486 2.342122 3.672944 1.428571 -1.02041

1.6 1.203209 3.104012 3.940007 1.250000 -0.78125

1.8 1.904429 3.916032 4.175573 1.111111 -0.61728

2 2.772589
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Tabelul 7.9
Xi Vi Ay; A Vi A Vi A Vi
1 0 0.262543 |0.1344 0.012382 0.000397
1.2 0.262543 10.396943 10.146781 |0.010715
1.4 0.659486 10.543724 0.157496 0.009445
1.6 1.203209 ]0.70122 0.16694
1.8 1.904429 10.86816
2 2.772589

Tabelul 7.10

Xo Yo P'(xy) P"(xp) P"(xy) P (x)
1 0 0.999833 3.003972 1.947127 -1.53818

7.4. Derivarea folosind polinoamele de interpolare
Newton cu diferente finite regresive

Se aproximeaza functia f{x) cu polinomul de interpolare g(x) dat de a doua
Sformula a lui Newton cu diferente finite regresive:

O(q)=y,—qVy, + q(q Yy, —Mv3yn+

7.29
+q(q—1)(q—2)(q—3)v4y 9(9—1)(q-2)(q-3)(q— 4)V5y (7.29)
24 120
o _Xumx  dg 1
unde' yn_f(xn)) q_ h H dx h

Daca in relatia (7.29) se iau in calcul numai termenii continand primele
cinci diferente finite progresive si se deriveazd, se obtin urmatoarele formule
generale pentru calculul derivatelor cu diferente finite regresive:

_ 2 3_0,2 _
O )_deq %[Vyn_zqz Ly, % 66q+2v3yn_2q 9q12+11q 3oty
5¢* —404° +10%° 100 +24 _5
+ 120 Vv,
dg) 1 6q> —18¢+11
weoy V2 -1V 24 0ty
O'(x)= (dx] hz( Ya—(q=1)V7y, T n
. , (7.30)
_2q" —12q +21q—10v5
o Vn
m P dq 1 3 2(]_3 4 2q _8q+7 5
=S -V, - v %
0"(x) = (d ) h3( Y= n
d*p(d 1 X, —X
0" (x)=24L [qj - L, —g-2vy,) g
dq h h
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In punctul x=x, care corespunde lui ¢=0 in relatia (7.30) se obtin

urmatoarele formule particulare de calcul a derivatelor cu diferente finite regresive
in X

, 1 1 1 | 1
Q (xn):Z(Vyn +Evzyn +§V3yn +Zv4yn +gvsynj"
(7.31
" _ 1 2 3 H 4 2 5 . )
— \Y%
Q(xn)_hz Vyn+v yn+12V yn+6 yn 4

m 1 3 3 4 7 5
x,)=—| V3y, +=Viy +ZV3y |
0"(x,) h3( Int SV ItV

Q’V(xn)=hi4(v4y,, +2vy, )

Aplicatia 7.4

Folosind formulele de derivare (7.31) cu diferente regrsive, sa se determine
derivatele de ordinul I, II, III si IV in punctul x;=2 pentru functia f{x)=x" Inx
definita in punctele: xp=1; x;=1,2; x,=1,4; x;=1,6; x,=1,8 §i x5=2.

Rezolvare

» in tabelul 7.10 sunt calculate valorile exacte ale functiei si ale primelor patru

derivate conform relatiilor (7.11);

» in tabelul 7.11 sunt calculate valorile diferentelor finite regresive in punctul
xs=2 ale functiei definita 1n tabelul 7.10;

» in tabelul 7.12 sunt calculate valorile aproximative ale primelor patru derivate
in punctul xs=2 folosind formulele cu diferente finite regresive (7.31).
Tabelul 7.10
Xi f(x) /'(x) /() /"(x) /' (x)
1 0 1 3 2 -2
1.2 0.262543 1.637572 3.364643 1.666667 -1.38889
1.4 0.659486 2.342122 3.672944 1.428571 -1.02041
1.6 1.203209 3.104012 3.940007 1.250000 -0.78125
1.8 1.904429 3.916032 4.175573 1111111 -0.61728
2 2.772589
Tabelul 7.11
Xi Vi Vyi v Yi v Ji Vv Yi v Yi
1 0
1.2 0.262543  [0.262543
1.4 0.659486 [0.396943 |0.1344
1.6 1.203209 ]0.543724 [0.146781 [0.012382
1.8 1.904429 ]0.70122 0.157496 ]0.010715 |-0.00167
2 2.772589 10.86816 0.16694 0.009445 1-0.00127 {0.000397
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Tabelul 7.12

X Vs O'(xy) 0"(xy) Q") __|0" (x)
2 2.772589 [4.772701 |4.388794 [1.029303 |-0.29746

7.5. Derivarea cu ajutorul polinoamelor de interpolare
cu diferente finite centrale Stirling

Pentru calculul derivatelor unei functii f{x) se pot folosi polinoamele de
interpolare Stirling cu diferente finite centrale:

2 2
- -1
S(q)=y. +qus. +L- 52% q(q6 Y, yﬁ%é“‘yﬁ
(7.32)
+q(q —1)(q -4) 15y, L4 (4" -1)(q _4)56
120 720

- dg 1
de: = , =21=C C, 4.
unde:  y.=f(c) ¢ h 7

Daca in relatia (7.32) se iau in calcul numai termenii continand primele sase
diferente finite centrale &, & ... si centrale medii u8 ud, ... si se deriveazi, se
obtin urmatoarele formule generale pentru calculul derivatelor cu diferente finite
centrale:

ds dq _
dq dx

5¢* —15¢° +4 s 3¢° —10¢° +4q
s S SRR NyY SR S, SN W
10 10 360 o

, -1 2q° —
S'(x)= ( Fo+q87yy + U3’ yo + q12 5%y, +

2 (7.33)

Ll S(d 1 69 —1

S'(x)=—5 < ——2(52yo +qus yy + L5ty +
dx h

2¢° -3¢ s 15¢*-30¢> +4
+ sty 1 T 5
o Mo 360 Yo

d 1 2¢° -1 -
S"(x )— (dzJ —h_3(ﬂ53y0+q54y0+ ‘14 ﬂ55y0+‘1 - ‘156)/0}

2_
S (x)=4 S[dqj (54)’o+‘1ﬂ§5)’0 3q6 156yoJ

455 ( d |
sV (x)= o [dzj =h—5(ﬂ55yo+q56yo)

In punctul x=c care corespunde lui g=0 in relatia (7.33) se obtin
urmatoarele formule de calcul a derivatelor cu diferente finite centrale:
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, 1 | |
S'(c) =;(ﬂ5yc —gu53yc +£u55ycj
(7.34)

" 1 2 1 4 1 6
S"(c)=—| 6%y, —=8 "y, +—&
(c) hz( Ye=50 Vet oo ygj

m 1 3 1 5
S"(c)=—| usdy, —= us
(c) h3[ﬂ Ve =g H yc)

1

1
S e :_(54 _2s0 j
(c) Sa |0 Ve e

S(”(c)=hi5(u55yc)

Aplicatia 7.5
Folosind formulele de derivare (7.3.9) sa se determine derivatele de ordinul
I II, III si IV in punctul x=c=2 pentru functia f{x)= x’ - Inx definitd discret in
punctele: xp=1,; x;=1,1; x,=1,2; .... x;6=2,6.
Rezolvare
» in tabelul 7.13 sunt calculate valorile exacte ale functiei si ale primelor patru
derivate calculate conform relatiilor (7.11).
> in tabelul 7.14 sunt calculate valorile diferentelor finite centrale &, &, & si
diferentelor centrale medii u8, &, ud ale functiei definitd discret in tabelul
7.13.
» in tabelul 7.15 sunt calculate valorile aproximative ale primelor patru derivate
in punctul x=c=2 folosind formulele cu diferente finite progresive (7.3.6).
Tabelul 7.13

X /) /(<) 76 77 /7 ()

1 1 1 3 2 6

1.1 1.11469 1.290909 2.826446 -1.502630 4.098081
1.2 1.257678 1.566667 2.694444 -1.157407 2.893519
1.3 1.427636 1.830769 2.591716 -0.910332 2.100767
1.4 1.623528 2.085714 2.510204 -0.728863 1.561849
1.5 1.844535 2.333333 2.444444 -0.592593 1.185185
1.6 2.089996 2.575000 2.390625 -0.488281 0.915527
1.7 2.359372 2.811765 2.346021 -0.407083 0.718382
1.8 2.652213 3.044444 2.308642 -0.342936 0.571559
1.9 2.968146 3.273684 2.277008 -0.291588 0.460402
2 3.306853 3.500000 2.250000 -0.250000 0.375000
2.1 3.668063 3.723810 2.226757 -0.215959 0.308513
2.2 4.051543 3.945455 2.206612 -0.187829 0.256130
2.3 4.457091 4.165217 2.189036 -0.164379 0.214407
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2.4 4.884531 4.383333 2.173611 | -0.144676 0.180845
2.5 5.333709 4.600000 2.160000 | -0.128000 0.153600
2.6 5.804489 4.815385 2.147929 | -0.113792 0.131298
Tabelul 7.14
x; ;i pi |8y S, 5y, 1Sy, & v
1 1
1.1 1.11469 [0.128839(0.028299
1.2 1.257678 [0.156473 10.026969 [-0.001182 [0.000296
1.3 1.427636 (0.182925(0.025935 [-0.000927 0.000214 |-0.000069 [0.000026
1.4 1.623528 (0.20845 [0.025115 (-0.00074 [0.000159 |-0.000047 |0.000017
1.5 1.844535(0.233234|0.024454 [-0.000601 |0.000120 |-0.000033 {0.000011
1.6 2.089996 (0.257418 0.023914 [-0.000494 |0.000093 |-0.000024 (0.000007
1.7 2.359372{0.281108 |0.023466 [-0.000411 [0.000073 |-0.000018 [0.000005
1.8 2.65221310.304387(0.023091 |-0.000346 [0.000058 |-0.000013 |0.000004
1.9 2.968146 (0.32732 (0.022774 |[-0.000294 |0.000046 |-0.000010 |0.000003
2 3.306853(0.349958(0.022503 |-0.000252 |0.000038 |-0.000008 [0.000002
2.1 3.668063 (0.372345(0.02227  [-0.000217 |0.000031 |-0.000006 [0.000001
2.2 4.05154310.394514|0.022068 |-0.000189 [0.000026 |-0.000005 |0.000001
2.3 4.457091(0.41649410.021892 |-0.000165 {0.000022 |-0.000004 |0.000001
24 4.884531(0.438309|0.021738 |-0.000145 [0.000018
2.5 5.3337090.459979 [0.021601
2.6 5.804489
Tabelul 7.15
X; Sx) S'(xy) S"(x)) S""(xy) S"(x)
1 1
1.1 1.11469
1.2 1.257678 1.566700 2.682057 -1.182034 2.961997
1.3 1.427636 1.830791 2.582759 -0.926784 2.142989
1.4 1.623528 2.085729 2.503566 -0.740193 1.588845
1.5 1.844535 2.333344 2.439420 -0.600601 1.202993
1.6 2.089996 2.575008 2.386752 -0.494071 0.927597
1.7 2.359372 2.811770 2.342987 -0.411353 0.726759
1.8 2.652213 3.044449 2.306232 -0.346141 0.577497
1.9 2.968146 3.273687 2.275069 -0.294031 0.464690
2 3.306853 3.500003 2.248422 -0.251889 0.378150
2.1 3.668063 3.723811 2.225461 -0.217439 0.310862
2.2 4.051543 3.945456 2.205536 -0.189000 0.257906
2.3 4.457091 4.165219 2.188136 -0.165317 0.215767
2.4 4.884531 4.383334 2.172853 -0.145433 0.181897
2.5 5.333709
2.6 5.804489
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Din analiza rezultatelor obtinute pentru derivatele functiei in x=2 prin
metoda exactd (tabelul 7.13) si metoda aproximativa prezentatd (tabelul 7.13) se
observa ca metoda de calcul a derivatelor cu diferente centrale asigura cele mai
bune rezultate in raport cu celelate metode cu diferente finite.

7.6. Derivarea cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor

Pentru a calcula derivatele unei functii f{x) in punctul x; fiind cunoscute
valorile ei notate cu yy, vy, ... Vi, Vi, Vi+i, --- ¥n 1I0tr-o vecinatate a punctului x; notata

CuU X, X;... Xis, Xj, Xisf, ... X, S€ pot folosi formulele de dezvoltare in serie Taylor a
functiei f(x):

’ h2 " h3 4
flxxn)=f(x)xht (x)+7f (x)i?f (x)+... (7.35)
Daca 1in relatia (7.35) se considerd: x=x; x-h=x;; ; x+h=x.1; ; f(x)=y;
J(x-h)=y.; ; f(x+h)=y,.; se obtin relatiile:

' h2 ” h3 " h4 1w
Virt SVt Ryt Yt Ty Sy
(7.36)
_ —h r+£ H_ﬁ m+£ IV+
Yic1 = Vi Vi > Vi 6 Vi 24yl
Adunand cele doua relatii (7.36) se obtine:
2 h4 v
Yin =2yi+yi=h y?*’ﬁ)’i T (7.37)
Neglijand termenii care contin A*, A% .. din relatia (7.37), se obtine
formula pentru calculul derivatei a doua a lui f{x) in punctul x;:
.1
=7 b =2+ 31) (7.38)
Scazand cele doua relatii (7.36) se obtine:
K
Yist = Vi = 2hy; +?y,» + ... (7.39)

Neglijand termenii care contin /#°, #°, ... se obtine formula primei derivate a
lui f(x) in punctul x;:
1

i :J(YM _yi—l) (7.40)

Formule asemandtoare se obtin si pentru intervale neegale.
Astfel, daca in relatia (7.35) se considerd: x=x; ; x-h=x;; ; x+ah=x;.;;
Jx)=yi; f(x-h)=y.;; f(x+ah)=y;.;; se obtin urmatoarele relatii (fig. 7.3):
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272 3,3 4,4
Wa
+

. ahy  E g vy
Yiv1 = Vi Vi 7 Vi 6 Yi 24 Vi

. (7.41)

"

h* h oy
=Y —hy+—y —— '+ —y +..
Vi1 = Vi Vi Vi 6 Vi 24y1

2

y=ftx)

Yi+1

v

Xi-1 0 |x Xi+] X

Fig.7.3

Daci se scade din prima relatie (7.41) a doua multiplicati cu o” se obtine:
, "

Via =0 Via =(1=0 )y, +(a+a Jhy (@ —a® )=y +

(7.42)

2 b
—a”)—y; +.
)5g

Daci se neglijeaza termenii continand 4°, 47, .... in relatia (7.42) se obtine
formula de calcul a primei derivate a lui f{x) in punctul x;:

' 1 2 2
= — L — l—a = - 7.43
Vi C{(C{-l—l)h (yH—l ( )yz Vi 1) ( )

+(a4

Daca se aduna prima relatie (7.41) cu a doua multiplicata cu a se obtine:

Yin—(l—a)y;+ay; | =
nt (7.44)
4 w
"ot ta)—y; +..
it )57
Daci se neglijeaza termenii continand /°, A’ ... in relatia (7.44) se obtine
formula de calcul a derivatei a doua a lui f{x) in punctul x;:

2
= W[hu ~(1-a)y; +ay;,] (7.45)

m

—(a2+a)ﬁ N L
= Zyi(d a)zy

"
i



8. METODE NUMERICE DE
INTEGRARE A FUNCTIILOR

Fie o functie f(x), f: [a,b]—> R si F(x) o primitiva a sa. Se considera ca
functiile f(x) si F(x) sunt continue. Integrala functiei f(x) pe intervalul [a, b], se
calculeaza cu ajutorul primitivei F(x) conform formulei Newton-Leibnitz:

b

b
[f(x)dx=F(x) =F(b)-F(a), (8.1)

In unele cazuri este foarte dificil sau chiar imposibil de determinat forma
primitivei F(x) pentru a putea calcula integrala functiei f(x) conform formulei (8.1).
In astfel de cazuri, se folosesc diferite metode numerice, care in principiu
aproximeaza functia data f{x) cu o functie polinomiala g(x), astfel incat integrala se
calculeaza cu aproximatie cu ajutorul primitivei G(x) a functiei g(x):

b b
[£x)dy =[g(x)dr=G(x)] (8.2)

In cadrul metodelor numerice de integrare se utilizeazd in general
urmatorul algoritm:

1. se divizeaza intervalului [a, b] in n subintervale cu ajutorul a n+/ puncte de
diviziune x;, i=0, 1, 2, 3, ..., n;

2. se scrie functia f{x) ca suma dintre o functie de aproximare g(x) si o functie
rest r(x):

J)=g(x)+r(x) (8.3)

3. seintegreaza functia f(x) scrisa astfel obtindndu-se:
_lff(x)dx = Tg(x)dx+ir(x)dx 8.4)
Daca g(x) este o functie polinomiala de forma:
g(x):gaqu(x) (8.4%)

unde g4(x) repezintd un set de functii polinomiale independente, atunci calculul
integralei lui g(x) devine:
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b b n n b n b
[g(x)dx = apqu(x) dx = [arqi(x)dx = a; [q;(x) dx (8.5)
a k=l 4

k=1 =1y

b " b
sau: Ig(x)dx:Z:aka, I, :qu(x)dx (8.5%)
a k=1 a

b b
4. se aproximeaza integrala f f(x)dx cu integrala I g(x)dx prin minimizarea

a a

b
integralei functiei r(x): 6= Ir( x )dx (8.6)

In continuare sunt prezentate metode de integrare numerica utilizand

diferite tipuri de polinoame de interpolare si puncte de diviziune (numite si puncte
de bazad):

» formule de integrare cu interval inchis (capetele intervalului [a, b] sunt
printre punctele de baza);

» formule de integrare cu interval deschis (capetele intervalului [a, b] nu
sunt printre punctele de baza).

Formulele de integrare numerica se mai numesc §i cuadraturi.

8.1. Cuadratura Newton-Cotes

Formula de integrare Newton-Cotes utilizeaza pentru aproximarea functiei
f(x) polinoamele de interpolare Lagrange L(x). Cele n+I puncte de baza x; sunt
echidistante (situate intre ele la distanta /) si includ si capetele intervalului [a, b].
Polinoamele de interpolare Lagrange L(x) au expresia:
n -1 n—k [n+1] X—x
L(xg+qh)= 2, ,( / Iy q=—2
o kl(n—k)!(q—k) h
in care s-anotat:  ¢l" = g(g—1Yg-2).(q—n)

Integrala (8.2) devine:

(8.7)

b ni n _1yn—k [n+1]
~ (-1)" "q
:[f(x)dx ~ (j) ,Z‘Ok/(n—k)/(q—k)yk hdq (8.8)

in care s-a tinut seama de schimbarea de variabila:
X=X
T
X=xg=a = g=0; (8.9)
x=x,=b =>q=n

= dq =%; dx = hdq

Tinand seama ca cele n+/ puncte de baza x; sunt echidistante (situate la
distanta i =(b—a)/n), relatia (8.9) devine:



8. Metode numerice de integrare a functiilor 171

b y 1(- 1)” k [n+1] y 210
{f(x)x )Z T k), g(q ol (®10
S-a obtinut formula de integrare Newton-Cotes:
Ly =(b—a) X Hy-yy (8.11)
k=0

unde cu H, s-au notat coeficientii Newton-Cotes:

. (_1)”—k ﬂq[n+1]
Hk_n-k/(n—k)./g(q_k)dq (8.12)

Cazuri particulare ale cuadraturii Newton-Cotes

In functie de numirul n de puncte de bazi (puncte de diviziune) ale
cuadraturii Newton — Cotes s-au prezentat urmatoarele cazuri particulare:
» pentru n=2 puncte de diviziune (capetele intervalului: xp=a si x;=b), relatia
(8.11) se scrie:

I =(b—a)Hyyo +Hyy) (8.14)

unde coeficientii Cotes H, si H; se determind conform relatiei (8.12) :
: 1
0 2

(8.15)

-1 2
Jq(q )dq g- q2

H. =
R NATS

J‘q(q V., dg=L

Lo 2

1-1-0/

0
Inlocuind in relatia (8.14) se obtine formula trapezelor (fig. 8.1):

h
1225()’0+y1) (8.16)

Fig.8.1
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» pentru n=3 puncte de diviziune xp=a, x;=a+h si x,=b, h=(b-a)/2 relatia (8.11)
se scrie:

Iy =(b-afHoyo + Hiy + Hyy;) (8.17)

unde coeficientii Cotes H,, H; si H, se determind conform relatiei (8.12):

2

0" 2.;_/.2/I(q_ Via=2)dq = 4(2(1 3qz iJO :%
NE:
Hy == 1,Iq(q— )dq——%( q +q?]0=§ (8.18)
2
=7 z/o/jq(q_ /g = (_q22+(13_3]0_%
Inlocuind in relatia (8.17) se obtine formula 1/3 Simpson:
I3 Zg(yo +4y1+3) (8.19)

» pentru n=4 puncte de diviziune xp=a, x;=a+h, x,=a+2h si x;=b, h=(b-a)/3
relatia (8.11) se scrie:

1y =(b—a)Hoyo + Hyy1 + Hyys + H3ys) (8.20)
unde coeficientii Cotes Hy, H;, H,si H; se determina conform relatiei (8.12):
3
1 2 1 q 3 q4
Hy=——((q-1)(q-2)(q-3)dg=-—| —6g+11L- -6+ 9| —_
0 3,0',.3',£(q )(q=2)(q=3)dq 18( q Y
3
3 4
.4 3
H, = 2)(q-3)dg=—|61-—5L | -2
1= 31/2/Iq(q )(q=3)dq [2 3 4J0 g
1(.¢ & 4 3 3
1 3)dg=—|3——-4—+—| == 8.21
2 32,1,Iq(q )(q-=3)dq 6( 45 4]0 ; (8.21)
2 3 q4 3 1
Hy = 2d—— 24 34 .9 | __
3= 33/0/Iq(q 1)(q—-2)dq RRERY
Inlocuind in relatia (8.20) se obtine formula 3/8 Simpson:
3h
Iy =?(y0 +3y1 +3y2 +3) (8.22)

» pentru n=35 puncte de diviziune xp=a, x;=a+h x,=a+2h x;=a+3h si x,=b,
h=(b-a)/4 relatia (8.11) se scrie:

Is=(b—a)Hoyo +Hyy, + Hyyy + Hyys + Hyyy) (8.23)
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unde coeficientii Cotes Hy, H;, H,, H; si H, se determina conform (8.12):

f(q 1(g-2)(q-3)(q~4)dg = —

0=

4-00-417 90

[ata-2)(a-3)(a-4)dg =2

41030 90

Jq(q D(q-3)(q- 4)dq—— (8.24)

27 21213

90
32
90

3=- jq(q 1)(g—2)(q-4)dq =

4301109

o= ata-1ia-2)a-3)dg =L

4-41.0/¢ 90

Inlocuind in relatia (8.23) se obtine formula Newton Cotes28/90 :

28h 32 12 32
I — V t+t— Yy +— 1+ 8.25
5= 90 ( 7 V1 7 ) 7 V3 J’4j ( )

» pentru n=6 puncte de diviziune: x,=a, x;=ath, x,=a+t2h, x;=a+3h,
x4=a+4h si xs=b, h=(b-a)/5 relatia (8.11) se scrie:

I =(b—a)Hoyo +Hyy, + Hyyy + Hyys + Hyyy + Hsys) (8.26)
unde coeficientii Cotes Hy, H;, H,, H;, H, se determind conform (8.12):
19
H, = -1 2 3 4 5)dg =——
0="7 0/5/~[(q Ha=2)(4=3)(9=4)(q=5)dq =
=3 L Tatg-2)(q-3)(g—4)(g-5)dqg =
5-104/ 288
O
H, = -1 3 4 5)dq =
2 =7 2,3,jq(q Ha=3)(q=4)(q=5)dg=— o
1y = —Jatg-1a-2)g-4)0g-5)dg =2
5~3/~2/ 288
(8.27)
Hy=——Jatg-1ta-2)(0-3)(g5)dq =1
4 541 a(q-1(q=2)(q=3)(q=5)dq =~
19
Hs= Jq(q (g=2)(q-3)(q—4)dg=——

5-510!% 288

Inlocuind in relatia (8.23) se obtine formula Newton Cotes 95/288:

95h 75 50 50 75
ﬁ(yo N+ Vat-—V3+-—-)4 +y5j (8.28)

]6 = +—
19 19 19 19
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> In mod asemanitor se obtine formula Newton Cotes 41/140 pentru un numar
n=7 puncte de diviziune a intervalului [a, b]: xp=a, x;=a+h, x;=a+2h,
x;=a+3h, x,=a+4h, xs=a+5h si xs=b, h=(b-a)/6:

oA 2160 (2T 22 AT e (8.29)
7= T10 Yo a1 Vi 41y2 ] y3 41y4 21 Vst Yo .
Aplicatia 8.1

5 2

Y _ix  folosind cuadraturile

Sa se calculeze integrala definita 7= j |
+Xx
1

Newton-Cotes corespunzatoare unui numar de 2, 3, 4 si 5 puncte de diviziune a
intervalului [1, 5].
Rezolvare

In tabelul 8.1 sunt prezentate rezultatele obtinute pentru calcului integralei
cu ajutorul formulelor (8.16), (8.19), (8.22), (8.25) respectiv (8.28).

Tabelul 8.1
X f(x) I, X f(x) Is
n=2 pct. | 1.000000|{ 0.500000| 9.3333333 1.000000{ 0.500000(9.0992593
5.000000( 4.166667 n=5pet. [72.000000| 1.333333

3.000000{ 2.250000
4.000000| 3.200000

X f(x) I 5.000000| 4.166667
1.000000] 0.500000] 9.1111111
n=3 pet. [13.000000| 2.250000 X f(x) Is
5.000000| 4.166667 1.000000] 0.500000] 9.099000
1.800000| 1.157143
X f(x) I n=6pet. 5 600000 1.877778
1.000000] 0.500000| 8.6294872 3.400000| 2.627273
n=4 pct. 75333333 1.633333 4.200000] 3.392308
3.333333] 2.564103 5| 4.166667

5.000000( 4.166667

Valoarea exacta a integralei este: 7 =9,098612289 .

8.2. Formula trapezelor generalizata

Se cunosc valorile functiei f{x) in n+1 puncte echidistante ale intervalului
[a, b] notate cu xp=a, x;=xgth, x;=x9t2h, ... , x,= xp+nh= b. Dacad se aplica
formula trapezului (8.16) pentru fiecare subinterval [x; x;;], se obtine formula
trapezelor generalizata:

h h h
[nZE(yO +y1)+5(y1+yz)+..-+5(yn71+yn) (8.30)
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sau: I,= h(%+yl + Y+t Y,y +y—2"j (8.31)

8.3. Formula 1/3 Simpson generalizata
Se cunosc valorile functiei f{x) in 2m+1 puncte echidistante ale intervalului

[a, b] notate cu xp=a, x;=xpth, x;=x9+2h, ... , x,= xg+2mh= b. Daca se aplica
formula 1/3 Simpson (8.19) pentru fiecare subinterval in care se afla cite trei
puncte de diviziune (x; xi+;, Xi+2), i=0, 1, 2, ..., 2m, se obtine astfel formula 1/3

Simpson generalizata:

Iom Ig(J/o +4n +y2)+g(y2 +4y3 +J/4)+~~-+§(y2w2 +4y 1 +yom)  (8.32)
sau:

Ly = g[yo + 4+ 23+t Y2+ 200+ Y+t Vo) 22a] (8.33)

Observatie: In mod asemanitor se pot deduce formule generalizateale
cuadraturii Newton-Cotes corespunzatoare formulelor: 3/8 Simpson, 28/90 Newton
Cotes, ... deduse mai sus.

Aplicatia 8.2

2
X

5

Sa se calculeze integrala definita 7= j dx cu ajutorul celor doua
1

cuadraturi Newton-Cotes: formula trapezelor generalizata $i formula 1/3 Simpson

generalizata pentru un numar de 9 puncte de diviziune a intervalului [1, 5].

1+x

Rezolvare

In tabelul 8.2 sunt prezentate rezultatele obtinute pentru calcului integralei
cu ajutorul formulelor (8.31) respectiv (8.33).

Tabelul 8.2

Formula trapezului generalizata Formula 3/8 Simpson generalizata

m=8 int. X Iy m=8 int. X Iy

1.000000{ 0.500000( 9.1032107 1.000000| 0.500000( 9.098725

1.500000{ 0.900000 1.500000{ 0.900000
2.000000| 1.333333 2.000000| 1.333333
2.500000| 1.785714 2.500000| 1.785714
3.000000{ 2.250000 3.000000( 2.250000
3.500000| 2.722222 3.500000( 2.722222
4.000000| 3.200000 4.000000| 3.200000
4.500000| 3.681818 4.500000| 3.681818
5.000000( 4.166667 5.000000( 4.166667
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8.4. Cuadratura Gauss-Legendre

Spre deosebire de formulele de integrare Newton-Cotes cu interval inchis,
in care puncte de bazd sunt echidistante si contin capetele intervalului, in cazul
formulele de integrare cu interval deschis, punctele de baza nu sunt echidistante si
nu contin capetele intervalului fiind radacinile unor polinoame ortogonale cum ar
fi: Legendre, Cebisev, Hermite, Bessel, etc.

Cuadratura Gauss-Legendre are ca puncte de bazd radacinile z; ale
polinoamelor ortogonale Legendre care sunt puncte de interpolare al functiei f{x)
pentru polinoamele de interpolare Lagrange .

Polinoamele Legendre sunt definite pe intervalul [-/, /] prin urmatoarea
formula de recurenta:

2n—-1 n—1
Pn(z)_ 7 ZPn—l(Z)_TPn—Z(Z)’ (834)
By(z)=1; B(z)=:z
Pentru n=2, 3, 4 si 5 se obtin polinoamele Legendre (fig.8.2):
> Pz(z):%(Szz—l)
> Py(z)= %(52 ~3z) (8.35)
> P4(z):%(3524 -30z%+3)

> Ps(z) :%(6325 ~-70z° +15z)
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Proprietatile polinoamelor Legendre sunt:
1. iauvalorile 1, 1 la capetele intervalului:

P(D=1, Py(~1)=(-1)" (8.36)
2. sunt ortogonale intre ele oricare ar fi m si n:
1 0, n#m
[P(z)Py(z)dz=4 2 ~ (8.37)
-1 2n+1

3. sunt ortogonale cu orice polinom Q(z) avand gradul mai mic decét acestea:

1
[Pu(2)Q(2)dz =0, k<n (8.38)
-1

4. au toate radacinile reale si distincte situate in intervalul [-7, 7].

Radacinile primelor cinci polinoame Legendre se calculeazid dupa cum

urmaza:
2 =~ = 057735027
1. P2z)=0= 1 3 (8.39)
= 057735027
3
\fs ~0,77459667
2. P3(Z)=03 22— (840)
2 — 077459667
1{15+ — 086113631
15=V120 _ 33998104
3, P4(z)=0:> (8.41)
15=V120 _ 33998104
1544120 _ 6 ¢611361
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35+\/ 0

-0,90617985

35-~280 =-0,53846931

4. P5(Z):0:> Z3— (842)
—— =0,53846931

33+3280 _ 50617985

Pentru calculul integralei definite I f(x)dx prin cuadratura Gauss

Legendre se face schimbarea de variabila :

a+b b-a b—a
x= 5 + z; dx=

x=a=>z=-1; x=b=z=1;

dz. (8.43)

Integrala devine:
b beg b
jf(x)dszjg(z)dz (8.44)
a -1

1
Integrala J g(z)dz se calculeaza aproximand functia g(z) cu ajutorul poli-
-1
noamelor de interpolare Lagrange L(z) avand ca puncte de interpolare radacinile z;
ale polinoamelor Legendre:

g(z)= zg(zk)Lk(Z) Z H

k=li=l, izk %k ~

g( Z ) (8.45)

Tinand seama de relatiile (8.44) si (8.45) se obtine formula de calcul a
integralei prin cuadratura Gauss Legendre:

b b—a
Jf(x)dx: (8.46)
unde:  x; = a+b+b_az
. k — k
2 2

z;, — punctele de baza ale cuadraturii Gauss-Legendre.
1

A, = I[Lk (z)ldz ponderile cuadratrurii Gauss-Legendre. (8.46°)
-1
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Calculul integralei unei functii f{x) prin cuadratura Gauss-Legendre
necesitd determinarea a 2n parametri:

» n radacini ale polinoamelor Legendre z; ;

» n ponderi ale cuadratrurii Gauss-Legendre A.

Ponderile cuadraturii 4; se calculeazd conform relatiei (8.46’) folosind
folosind polinoamele de interpolare Lagrange avand ca puncte de interpolare
punctele de baza z; .

Pentru determinarea polinoamelor Legendre se aproximeazd functia de
interpolare Lagrange g(z) cu un polinom de gradul 2n-/ de forma:

8(z)=P,(z)0(z)+R(z) (8.47)
in care: P,(z) este polinomul Legendre de gradul n
0O(z) este un polinom oarecare avand gradul maxim »-/
R(z) un polinom de gradul 2n-1 avand proprietatea: R(zy)= g(zi)
Integrand pe intervalul [-7, /] relatia (8.47), se obtine:

1 1 1
[g(z)dz= [P, (2)0(z)dz+ [ R(z)dz (8.48)
-1 -1 -1
Daca se in relatia (8.48) se pune conditia ca prima integrala sa fie egala cu

1 1

ultima: Jg(z)dz = JR(z)dz (8.49)
-1 -1
1 n 1 n

unde: jg(z)dz =>g(z;); jR(z)dz =D R(z; )4 (8.49%)
-1 k=1 -1 k=1

rezulta ca polinoamele P,(z) si O(z) sunt ortogonale:
1
[P.(2)0(z)dz=0 (8.50)
-1

Luand pentru Q(z) cele mai simple polinoame de forma: Q(z)=2", k< n-1
si Inlocuind in relatia (8.50) se obtine:

1
IPn(z)dexzo, k=0,1,2,3, .., n—1 (8.51)
-1

Relatia (8.51) permite determinarea polinoamelor Legendre care conform
proprietatii (8.38) sunt ortogonale cu orice polinom Q(z).

Aceste polinoame se scriu sub forma generala:

P(z)=a,+az+az" +..+a,z" (8.52)
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Scriind cele n ecuatii corespunzétoare integralelor (8.51) si tindnd seama
de proprietatea (8.36) a polinoamelor Legendre P,(1)=1 se obtine urmatorul

sistem de n+/ ecuatii cu n+/ necunoscute:

2 94 Ay
ag+—=+—+..+ =0 n = par
‘ 5 n+l (n=par)
4,93 G - .
+—=—+—==+..+ =0 n—1=impar
3 5 7 n+ ( par)
o, G4 I _y
35 7 n+3
it I B S R
5 7 9 n+3
o, 8y y In g
5 7 9 n+5
a4, a3 4s It _

—+... =
7 9 11 n+5

ag+a+a,+..+a, =1

Din sistemul (8.53) pentru n=2, 3, 4 si 5 se obtin primele cinci polinoame

Legendre conform relatiilor (8.52):

» pentrun=2:
ag +22 =0 1
3 ayg=——
a 2 1 3,
1
—=0 =4a; =0 =>P(z)=——+—z
3 1 2(2) =5+
3
a0+a1+a2:l ay =—
2
» pentrun=3:
a0+a—2:0 ag=0
3
al a3 a = 3
—+—=0 1=y
305 = 2 L pyrz)==22422
o a a, =0 2 2
3 5 a3 ==
ag+ay+ap+az=1 2
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» pentru n=4:
ay ay
ag+—+—=0
073 s 3
(10——
a8, 8
35 a =0
ay a, ay 30 3 302 354
— 4+ =420 =ay=—— =P(z)=——"—z"+"7 8.56
3ty 2= %(2) e 3 2 (8.56)
ﬂ a_3:0 a3=O
5 7 35
- a4 ==
ag+ay+ay +ay+ay =1 8
» pentrun=3
a0+%2+%4=0 ap=0
a a a 1_5
1,.83.% o a1—8
3 5 7
a ay ag a =0 15 70 3 63
0
Z 4.2 = =S>P(z)=—z-——2"+—z 8.57
35 7 P W)=gimg T g 83D
a a3 s _08
579 4=
a0+al+a2+a3+a4+a5=l as_g
8

Ponderile cuadraturii Gauss Legendre se determind conform relatiei (8.46’)
astfel:

1 n .
Ak:j[ ] == }/z, k=1,23,..n (8.58)

ZNi=l, izk Zk T Z

Astfel tindnd seama de relatiile (8.39)... (8.42) pentru se obtin punctele de
baza z; respectiv ponderile 4; din tabelul 8.3:

Tabelul 8.3
n z; A;
2 x;=-0,57735027 A =1
X,=0,57735027 A,=1
x;=-0,77459667 A;=0,555555
3 X,=0 A,=0,888888
x3=0,77459667 A;=0,555555
x;=-0,86113631 A=0,347854
4 X, =-0,33998104 A,=0,652145
x3=0,33998104 A;=0,652145
x4=0,86113631 A,=0,347854
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n z; A;
x;=-0,90617985 A;=0,236926
X, =-0,53846931 A,=0,478628
5 x3=0 A;=0,568888
x4=0,53846931 A4=0,478628
x5=0,90617985 As=0,236926
x;=-0,93246951 A;=0,17132450
X,=-0,66120939 A,=0,36076158
6 x3=-0,23861919 A;=0,46791394
x4=10,23861919 A4=0,46791394
x5=0,66120939 As=0,36076158
Xe=0,93246951 Aq=0,17132450
x;=-0,94910791 A1=10,12948496
X,=-0,74153119 A,=10,27970540
x3=-0,40584515 A;=0,38183006
7 x4=0 A4=0,41795918
x5=0,40584515 As=0,38183006
x¢=0,74153119 As=0,27970540
x7;=0,94910791 A;=0,12948496
Aplicatia 8.3
5 .2
Sa se calculeze integrala [ = I 11 dx folosind formulele cuadraturii
1+ x
Gauss-Legendre corespunzatoare pentru n=2, 3, ..., 7 puncte de baza.

Rezolvare

Introducéand valorile punctelor de baza z; si ponderilor A; corespunzatoare
din tabelul 8.3 in formula cuadraturii Gauss Legendre (8.46) s-au obtinut valorile
din tabelul 8.4.

Tabelul 8.4
Nr. puncte z; A; X; ftx) Valoarea
de baza integralei
n=2 -0.57735027 | 1.00000000 | 1.84529946 | 1.19675632 9.09090909
0.57735027 | 1.00000000 | 4.15470054 | 3.34869823
-0.77459667 | 0.55555556 | 1.45080666 | 0.85883558
n=3 0.00000000 | 0.88888889 [ 3.00000000 | 2.25000000 9.09803922
0.77459667 | 0.55555556 | 4.54919334 | 3.72939971
-0.86113631 | 0.34785484 | 1.27772738 | 0.71676148
n=4 -0.33998104 | 0.65214516 | 2.32003792 | 1.62123930 9.09857035
0.33998104 | 0.65214516 | 3.67996208 | 2.89363903
0.86113631 | 0.34785484 | 4.72227262 | 3.89702836
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-0.90617985

0.23692688

1.18764030

0.64475384

-0.53846931

0.47862868

1.92306138

1.26516846

0.00000000

0.56888889

3.00000000

2.25000000

0.53846931

0.47862868

4.07693862

3.27390771

0.90617985

0.23692688

4.81235970

3.98440686

9.09860929

n=6

-0.93246951

0.17132450

1.13506098

0.60343168

-0.66120939

0.36076158

1.67758122

1.05105262

-0.23861919

0.46791394

2.52276162

1.80662982

0.23861919

0.46791394

3.47723838

2.70059035

0.66120939

0.36076158

4.32241878

3.51030328

0.93246951

0.17132450

4.86493902

4.03544378

9.09861225

-0.94910791

0.12948496

1.10178418

0.57757042

-0.74153119

0.2797054

1.51693762

0.91424584

-0.40584515

0.38183006

2.18830970

1.50195552

0

0.41795918

3.00000000

2.25000000

0.40584515

0.38183006

3.81169030

3.01951747

0.74153119

0.2797054

4.48306238

3.66544221

0.94910791

0.12948496

4.89821582

4.06775862

9.098612363

Valoarea exactd a integralei este: [ = 9,098612289. Se observa din tabelul
8.4. cé eroarea de calcul scade cu cresterea numarului de puncte de baza.

8.5. Cuadratura Cebasev

Fata de cuadratura Gauss-Legendre, unde se impun punctele de baza z; si
se determind ponderile 4;, la cuadratura Cebdsev se impun ponderile cuadraturii,
notate cu ¢; si se determind punctele de baza z;. Pentru calculul integralei definite
b
J f(x)dx prin cuadratura Cebasev se face schimbarea de variabila :

a

a+b b-a

= + z; dx= dz . (8.61)
2 2 2
x=a=>z=-1; x=b=z=1;
b 1
. b—a
Integrala devine: J f(x)dx= 3 j h(z)dz (8.62)
a -1

Relatia de calcul a integralei (8.62) prin cuadratura Cebasev este:

1 n
[h(z)dz =2 ¢;-h(z;) (8.63)
-1 i=1

unde ¢; sunt ponderile cuadraturii Cebasev.
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Daca in relatia (8.63) ponderile ¢; au aceeasi valoare ¢, $i se aproximeaza
functia /(z) cu polinomul de interpolare p(z), se obtine:

1 1 n
[h(z)dz= [ p(z)dz=2¢, Y p(z;) (8.64)
-1 -1 i=1
in care p(z) este un polinom de gradul n-/ de forma:
p(z)=a0+alz+a222 +...+a”_lzn_1 (8.65)
relatia (8.64) devine:
. ay ay a,_1 u
» pentru n impar: 2| ag +?+?+...— =2¢,>.p(z;) (8.66)
n i=1
ay a4 4y S
» pentru n par: 2 ay ot =2¢,>.p(z;) (8.67)
n- i=1

Tinand seama de relatia (8.65), relatia (8.66) se mai scrie :

2| ag +82 44, ool )
3 5 n

(8.68)
S - 2. N3 o« _n-l
=2c,| nag +a122i+azzzl~ +a3Zzi +.4.++an_1Zzi

i=1 i=1 i=1 i=1

Identificand coeficientii termenilor ay, a;, a,, ... a,.; din cele doud paranteze
ale relatiei (8.68) se obtine un sistem de ecuatii avind ca necunoscute punctele de
baza z;, i=1,2,..n:

! =l (8.69)

Relatia (8.64) pentru calculul integralei devine:

1, :Eih(zi) (870)
nio)

Particularizand relatia (8.70) pentru un numar de puncte de baza:
» pentru n=2 conform relatiilor (8.69) se obtine:

Zl+22=0 {21:—1/\/5

2 =
212"‘222:5 zzzl/\/g (8.71)

1 =2z )+ )]



8. Metode numerice de integrare a functiilor 185

» pentru n=3 conform relatiilor (8.69) se obtine:
Z1+2y+23=0 le—l/\/z
212+z% +z32 =1=49z, =0
213+Z§+z33:0 Z3=1/\E (8.72)
2
=13 =§[h(21)+ h(z3)+h(z3)]

» Pentru n=4, 5, 6 si 7 puncte de baza, ponderile c;, ¢, ..., ¢; si punctele de baza
z; ale cuadraturii se obtin Th mod asemanator si sunt date in tabelul 8.5.

Tabelul 8.5
n Z; i
2 z,=-0,577350 c=1/2
z,= 0,577350
z;=-0,707107
3 z,=0 c5=1/3
z;=0,707107
z,=-0,794654
4 z,=-0,187592 c~1/4
z3= 0,187592
z,= 0,794654
z;=-0,832498
7,=-0,374541
5 73=0 cs=1/5
z4= 0,374541
z5= 0, 832498
z;=-0,866247
z,=-0,422519
6 z3=-0,266635 c=1/6
z4= 0, 266635
zs= 0,422519
z6= 0, 866247
z;=-0,883862
z,=-0,529657
73=-0,323912
7 2=0 c~=1/7
zs= 0,323912
z6= 0, 529657
z;= 0, 883862




186

Metode numerice in inginerie

Aplicatia 8.4

5
Sa se calculeze integrala [ =J

X

11+x2

dx folosind formulele cuadraturii

Cebasev corespunzatoare pentru n=2, 3, 4, 5, 6 si 7 puncte de baza.

Rezolvare

Introducédnd valorile punctelor de baza z; si ponderilor ¢; corespunzatoare
din tabelul 8.5 in formula (8.70) s-au obtinut valorile din tabelul 8.6.

Tabelul 8.6
Nr. de
puncte de z; X; fix) I, Valoarea exacta
baza
n=2 -0.577350] 1.845300] 0.41889777] 1.29281760
0.577350 4.154700] 0.22751103
0.707107| 1.585786| 0.45118452
n=3 0.000000 3.000000] 0.30000000] 1.28888893
0.707107| 4.414214] 021548218
-0.794654| 1.410692] 0.47179515
n=4 -0.187592| 2.624816] 0.33269068| 1.28487778
0.187592] 3.375184] 0.27237090
0.794654| 4.589308] 0.20802105
-0.832498| 1.335004| 0.47983139
-0.374541| 2.250918| 0.37103257
n=>5 0.000000[ 3.000000] 0.30000000| 1-28385956
0.374541] 3.749082]  0.24901552
0.832498] 4.664996]  0.20494498 128247468
-0.866247| 1.267506] 0.48627326
-0.422519] 2.154962 0.38182406
n=6 -0.266635| 2.466730] 0.34817426] 1.28278542
0.266635| 3.533270] 0.26203432
0.422519] 3.845038] 0.24359863
0.866247| 4.732494]  0.20227359
-0.883862| 1.232276] 0.48928885
-0.529657| 1.940686] 0.40717148
-0.323912| 2.352176]  0.36006008
n=7 0.000000] 3.000000] 0.30000000| 28265869
0.323912] 3.647824| 0.25497455
0.529657| 4.059314] 0.23225237
0.883862] 4.767724]  0.20090537

Se observa din tabelul 8.6. ca eroarea de calcul scade cu cresterea
numarului punctelor de baza .
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8.6. Formula de integrare folosind extrapolarea

Richardson

b
Pentru calculul integralei 7= J' f(x)dx se considera doua serii de diviziuni
a
ale intervalului [a, b] cu n; si respectiv n, subintervale carora le corespund
urmatoarele lungimi:

n=t=0 =24 s (8.73)
m n

Se noteaza cu I,; si I, cele doud valori ale integralei calculate printr-o
metoda de cuadratura.
Eroarea de calcul a integralei / printr-o metoda de cuadratura se scrie:
R=Mhr", m=>1 (8.74)
in care: M = f(¢) este o valoare a functiei din intervalul [a, b];

h=

marimea unui subinterval corespunzatoare unui numar de »n
n

subintervale.
Valoarea integralei exacte / se poate scrie in functie de cele doua valori
aproximative /,; , I, si de eroarea R:

=1, +M(b_“j (8.75)
n

=1, +M[b_“j (8.76)
ny

Scazand relatia (8.75) din (8.76) rezulta:
1 m_m
m 211 nzm (1n2 _Inl) (877)
(b - a) ny —m

Inlocuind in relatia (8.74) se obtine eroarea de calcul in functie de cele
doua valori calculate ale integralei /,; si /,; si de numadrul de subintervale n, n;, n,,:

1 nf"ny
n—mm(lnz ~I) (8.78)

R =

m
Pentru cazul particular n=n, relatia (8.78) devine:

(I, ~1,) (8.79)

m

Rn2: o
ny —m

Inlocuind rezultatul (8.4.7) in relatia (8.4.4) se obtine formula de calcul a
integralei prin extrapolarea Richardson:
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_ _ n
oy =l Ry =1+ (1, -1,) (8.80)
sau daci se noteazi o = 2
m
1
Dygny = Iy +——Ly =1, (8.81)
a -1
Observatii

1. Dacé pentru determinarea aproximativa a integralei /,, se foloseste formula
trapezului atunci eroarea este de ordinul lui 4’ si in relatia (8.74) m=2 iar daca
se foloseste formula /3 Simpson atunci eroarea este de ordinul lui 4* si in
relatia (8.74) m=4.

2. Se poate demonstra cd daca /,, # I,,, atunci valoarea integralei 7, , calculata

conform formulei (8.81) este 1n afara intervalului [I P J .

Aplicatia 8. 5
2
Sa se calculeze integrala /= I x%Inx dx folosind formula de calcul prin
1
extrapolarea Richardson (8.81), in care cele doud integrale ,; si I,> se determina
folosind formula 1/3 Simpson si 1/3 Simpson generalizata (pentru doua
subintervale §i respectiv patru subintervale).
Rezolvare

Cele doua integrale /,; si I, se determina folosind formulele 1/3 Simpson si
1/3 Simpson generalizata (8.19) si (8.33) astfel:

h
5 :E(J’o +4y,+y,);
(8.82)
h
I, :ELVO +4(n +y3)+ 2y, +y4]
Introducéand rezultatele in formula de calcul a integralei prin extrapolarea
Richardson(8.81) se obtine:
1 4
Iyy=14+——\1,-1,), o=— 8.83
24 =14 24_1(4 2) > (8.83)

Valorile obtionute cu ajutorul formulelor (8.82) si (8.83) sunt prezentate
in tabelul 8.7.
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Tabelul 8.7

n1:2 int X f(x) 12 14 12'4

n,=4 int 1.000000 0.000000 1.070296 1.070594 1.070613

1.250000 0.348662

1.500000 0.912296

1.750000 1.713823

2.000000 2.772589

Valoarea exacta 1.0706147

Se observa din tabelul 8.7 o imbunétatirea a preciziei de calcul a integralei
obtinutd prin metodele clasice 1/3 Simpson si 1/3 Simpson generalizata daca se
foloseste metoda exptrapolarii Richardson.

8.8. Formula de integrare Euler-MacLaurin

Se considera functia generatoare de numere Bernoulli:

X
f(x) == : (8.84)

e -1

Este evident faptul ca in jurul lui x=0 functia admite o dezvoltare in serie
care poate fi srisd sub forma:

X _5Bun Bo=f(0)=1 (8.85)

in care B, sunt numerele [ui Bernoulli.
Prin identificarea relatiilor (8.84) si (8.85) se obtine identitatea:
2 3
B, B
(1+i+x—+x—+..)(—°+ﬂx+ﬁx2 + 2353 +...j=1 (8.86)
20 34 o v 2/ 3/
Inmultind cele doua serii si identicind se obtine sistemul de ecuatii liniare:
&l-l- Bn_l i+ B”_z L +B_0 ! =0
nl 1 (n=1)!2! (n—-2)!3! 0/ (n+1)! (8.87)
n=1273, ..

Inmultind relatia (8.87) cu (n+1)/ si tindnd seama ci

(n+1)! ek

— = , k=0,1,2,3 .. ,n+1 8.88
(n—k)l(k+1) ™ " (8.88)
se obtine forma echivalenta a sistemului (8.87):

1 2
CnJran + Cn+an71 +...+ C},rll+1Bl +1=0 (889)
n=123,..
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Cunotatia Bj, = B* relatia (8.89) se scrie simbolic sub forma echivalenta:

n+l n+l _
(B+11)2 ;B =0, (8.90)
n=1, ) yeen

Sistemul de ecuatii liniare (8.89) se scrie:
2B, +1=0
3B, +3B; +1=0
4B; + 6By + 4B +1=0
(8.91)
5B4+10B; +6B, +4B; +1=0

Cl B, +C2 B, +..+C" B +1=0
Pentru primele 14 ecuatii rezultd primele 14 numere ale lui Bernoulli si
sunt date in tabelul 8.8:

Tabelul 8.8

BI BZ Bj' B4 B5 B6 B7 B8 B9 Bl() B]] Bl2 Bl3 B14
rjoj_tryojrpo)p 1105 07 6141 0 |7

21 6 30 42 30 66 2730 6

Daca se defineste operatorul A al functiei F(x), corespunzator diferentelor

finite progresive si operatorul invers i, se pot scrie relatiile
AF(x)=f(x) (8.92)
1
F(x)=—271(x) (8.93)

Daca se considera o diviziune a intervalului [a, b] xp=a, x;, X2,... X;
x,=b se defineste suma primelor i-/ valori ale lui f{x) astfel:

.....

i—1
S(x; )= f(x;), S(x)=0 (8.94)
j=1
Diferenta progresiva corespunzatoare lui S(x;) se scrie:
AS(x;)=8(xp)=S(x;) = f(x;) (8.95)
Operatorul A aplicat lui F(x;) conform relatiei (8.92) se scrie:
AF(x;)=f(x;) (8.96)

Scazand membru cu membru de relatiile (8.95) si (8.96) se obtine:
AlF(x;)=5S(x;)]=0 (8.97)
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Rezulta ca diferenta [F (x;)—S(x; )] nu depinde de indicele i i se poate

scrie:
F(x;)=S8(x;)=F(xy)=S(xq) (8.98)
= F(x;)=F(xq)+S(x;)
Tinand seama de relatiile (8.93) si (8.98) se obtine:
1
F(xl-):Xf(xl-):F(xo)JrS(xl-) (8.99)

Relatia (8.99) arata ca operatorul invers % este un operator al sumelor

finite. Prin analogie cu operatorii diferentelor finite A si al sumelor finite n se pot

introduce operatorii derivatei D operatorul invers al derivatei (operatorul integralei

%); DF(x)= f(x) (8.100)

%f(x) =F(x)= [ f(x)dx (8.10T)

X0
Din dezvoltarea in serie Taylor functiei f(x):

o 1.k R~k
Af(x)=f(x+h)—f(x)={2h D

k-1 K

Jf(x) = (ehD —l)f(x) (8.102)

. Cea o A B
rezulta relatia simbolica intre operatorii A si D (respectiv A si D):

1 1 1 hD
A=eP-1; —=—— o hD(—j:— (8.103)

Ultima relatie (8.103) reprezintd tocmai functia generatoare a numerelor
Bernoulli (8.84) si se scrie simbolic:

,f)—D =zﬂhk0k (8.104)
e" -1 0=

Tinadnd seama de relatia (8.103), relatia simbolicd (8.104) se mai poate
astfel: di(%f ( x)) = ZB—"h’HD" f(x) (8.105)
X

im0 k!
Integrand relatia (8.105) Intre x, $i x, se obtine:
1 1
Zf(x”)_Zf(xO) =

1 o B k1 k-1 k-1, (8.106)
= Frova x5 (D £, )- D4 £xo )
X0 =L



192 Metode numerice in inginerie

Tinand seama de relatia (8.99) se obtine:

1 1 n—1 n—1

A Cn) =5 S (X0 )= F(xo)+ Zf(xj)—F(xO)=Zf(xj) (8.107)
j=0 j=0

Inlocuind (8.107) in relatia (8.106) si tindnd seama de numerele lui

Bernoulli determinate mai sus By.,= 0 si B;=-1/2 se obtine urmaitoarea relatie
b

pentru calculul integralei [ = I f(x)dx numita formula Euler- Maclaurin:

a

b
[ £(x)dx = {f( Ot fr) S )+ ot S )+ 22 )}
a (8.108)
o~ Bak ok (2K 2k-1
3 e 0 =07 )
Relatia (8.108) se mai scrie sub forma:
Jf(x)dx h{f( L)y )+ fxy )+ o fx, 1)+f(;‘”)}
(8.109)
_ S Bk ok (o N2kl
S DM )= 3 ) o
incare: R,, =-nh*"" _Bama_ pome F(E), Ee(xyg.x,)  (8.110)

(2m+2)!
reprezinta eroarea de calcul a integralei cu ajutorul formulei Euler-MacLaurin.

Observatie

Primul termen al relatiei (8.108) corespunde formulei generalizate a
trapezelor (8.30) iar termenul al doilea reprezintd o corectie corespunzitoare
aproximarii prin functii spline.

Aplicatia 8.6
2
Sa se calculeze integrala [/ :j(ex —xlnx)dx cu formula de integrare
1
Euler-MacLaurin, folosind primele cinci derivate ale functiei f{x) si respectiv cinci
subintervale ale domeniului de integrare [/, 2] avand lungimea corespunzatoare
h=0,2.
Rezolvare

Particularizand formula de integrare Euler-MacLaurin (8.109) pentru cinci
subintervale si considerand numai termenii contindnd primele cinci derivate ale
functiei f{x) se obtine formula:
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2
j f(x)dx=h-

_——[f(xs) f(x0)]+

6 2/

{f(xo)

)+ f(x2)+ f(x3)+ [ (x4

30 4/

[f’”( xs)—f"(x0 )]~ —=

S(xs)
{0 }

42 6!

B L7 ks =17 (3]

(8.111)

Inlocuind valorile functiei si ale primelor cinci derivate ale ei in relatia
(8.111) se obtin rezultatele prezentate 1n tabelul 8.9.

Tabelul 8.9.

i X

Jx)

Sx) J'(x) S

)

&)

Valoarea
calculata

1

2.718282

1.718282 | 1.718282 | 3.718282

0.718282

8.718282

1.2

3.101331

2.137795 | 2.486784 | 4.014561

2.16271

6.213635

1.4

3.584139

2.718728 | 3.340914 | 4.565404

3.326337

5.617049

1.6

4.201027

3.483029 | 4.328032 | 5.343657

4.464751

5.86856

1.8

4.991631

4.461861 | 5.494092 | 6.358289

5.706712

6.621207

(U I SN HUSH B O ) E Y el

2

6.002762

5.695909 | 6.889056 | 8.5.63905

8.5.13905

8.5.764056

4.034480

Valoarea exacta a integralei

4.034478

[12] se obtine integrand numeric fiecare element al

Se observda din tabelul 8.9 cad valoarea calculata folosind formula de
integrare Euler-MacLaurin este foarte apropiata de cea exacta.

8.9. Formulele de integrare Gauss Legendre
generalizate
Matricea de rigiditate a elementului finit tridimensional prezentat in lucrarea

efectuarea produselor de matrice si se scrie astfel:

o e e

e e e
-

ffinens [ffnens - ffimine {fcin

[t i [ [fosio

matricei obtinute dupa

(8.112)
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In relatia matriceala (8.113) expresiile k';;cui=1,2,....,24 s1 j=1,2,....,
24 sunt functii polinomiale de variabile £ 7 si £ Matricea de rigiditate este o
matrice simetricd. Integralele de volum din relatia (8.113) nu pot fi usor calculate
analitic, de aceea pentru calculul lor se foloseste metoda Gauss-Legendre (8.46)
generalizatad pentru cazul tridimensional. Aceste formule se bazeaza pe polinoamele
ortogonale Legendre scrise sub forma generala:

il
P(x)= x“ =11, n=012, ... 8.113
() 2"n! dx" ( ) ( )
Polinoamele Legendre P,(x) au n radacini distincte cuprinse in intervalul
(-1, 1). Primele cinci polinoame Legendre au forma (8.34-35):

F (x) =1, B (x) = %(5)(3 — 3x);

B(x)=x; &(x)z%(35x4—30x2+3) (8.114)

Pz(x)=%(3x2 —1)

Calculul integralelor de volum (8.112) se efectueaza cu ajutorul
polinomului Legendre de ordinul patru, P,(x) avéand radacinile conform (8.41):

X1 4= F086113631; x53=F 0,33998204. (8.115)

Cele trei cazuri de aplicare a formulelor cadraturii Gauss Legendre sunt:

b

1. Pentru cazul unidimensional al integralei liniare I, :fk’(f)df daca se face
a

schimbarea de variabila:

b+a b-a
+

= =y, 8.116
-0 (8.116)
b 1
. b—a b+a b-a
btine: I =k = k' t|dt. 8.117
se obtine =l zjl[2+2j (8.117)
Aplicand formula (8.46) se obtine:

b b—ad
[k (£)de = 5 S ak(E),i=1, 2., n (8.118)

a i=1
cu (;:b*“+b;“t,, (8.119)

2. Pentru cazul bidimensional al integralei de suprafata:

bd(Z)
L= (Il)c’(é,n)dédn, (8.120)
aclé
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d(g)

dacd se noteazd F(&)= [k'(&.n)dn (8.121)
c(¢)
bd(¢)

se obtine: I, —f K (&, n)dédn = fF (&)de. (8.122)
a C(Zf)

In urma aplicarii formulei (8.118) se ajunge la rezultatul:

bd(¢) b—a
Iy =] Jk(endedn === 4F() (8.123)
ac(¢) =l
in care: £ =214 b%ati,i=1, 2.1 (8.124)
d(é)
)= [k(&nkn. (8.125)
c(¢)
Aplicand relatia (8.118) se obtine:
F(&)= MZA_//"(@W/)’ (8.126)
Jj=1
in care: 7, = d(é);c(";‘) (5,)2 (ff)tj,jzl, 2m. (8.127)

Se obtine astfel formula Gauss Legendre generalizatd pentru cazul
bidimensional:

bd(x) " m
I=| ;[)k’(é,n)ddeb 4 AR (5’)2 Kleon)|  (8.128)
aclx i=1 j=1

3. Pentru cazul tridimensional al integralei de volum:
bd(¢)B(En)
Iy=[ [ [KEnc)dnd (8.129)
ac(¢)alén)
Bl&n)
se noteaza cu:Fl(éi, ) Ik (.f n; cj)d{ (8.130)

algn)
Aplicand relatia (8.118) se obtine:

Flen,)- (577,) plen;) e

ZAk (é:i’nj’é’k)’ (8.131)

algm, )+ plein;) a(éi,n,»)—ﬂ(;,n,»)

in care: =
Sk > >

t,k=12..p. (8132
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In final rezultd formula Gauss Legendre generalizata in cazul
tridimensional:

U
=
)
=
=

( ) ,B( ) (8.133)
) AR AN 0 )-BEN )L
boa [ ME)dE)S | AENTPEDNS e )|
2 3 2 = 2 s
in care:
b+a b-a ._ )
& = 5 + 5 t,,i=1,2,..,n (8.134)
§j _ d(é);— C(Sgi)+ d(égi);c(éi)tjl j= 1,2,....,m (8135)
= a(‘ft:ﬁj);ﬂ(é’nj)_i_ a(fiﬂj);ﬂ(éﬂj)tk’ k=12 p. (8.136)

Pentru integralele de volum (8.129) numarul de puncte Gauss este acelasi
dupa toate cele trei directii, decii =j = k= 4.
La aceste integrale limitele de integrare sunt -/ si +/ adica:

a=-1,b=1 (8.137)
c(§ =-1;d() = 1; (8.138)
afs ) =-1; f& =1 (8.139)

Acest lucru constituie un avantaj in calculul numeric al integralelor care
reptrezintd elementele matricei de rigiditate (8.112).



9. METODE DE REZOLVARE A
ECUATIILOR DIFERENTIALE ORDINARE

9.1. Ecuatii diferentiale ordinare de ordinul n

Se considera ecuatia diferentiala ordinara de ordinul # sub forma implicita:

F(x; ;95 3" v y™)=0 O.1)
care se poate scrie sub forma explicita astfel:
Y =gy vy YY) 9.2)

Rezolvarea ecuatiei diferentiale ordinare (9.2) este echivalentd cu
rezolvarea unui sistem de » ecuatii diferentiale de ordinul I de forma:

=y =g(x;yivp0vn)
, -1 b4t g(X;y1;,¥25-¥n)
yy=y"V =y V ) "
P (n=2) _ 2 1
y3=y . Y2 V4 vy
Y=y =y, o | b= 9.3)
Yn-2 V-3
Yn-1=Y =Vn-2 y;z—l Yn-2
Yn=Y'=yn Vn Yn-1
(Yyn=Y)
cu conditiile la limita:
i(xp) Yo
Ya(xg) Y50
Y3(xo) Y30

= 9.3%)

Yn-2(X0)| | Y(n-2)0

Yn-1(X0) | [ Y(n-1)0
Yn(Xg) Yno

Sistemul de 7 ecuatii diferentiale de ordinul I sub forma (9.3) si (9.3”), se
rezolva folosind aceleasi metode ca si in cazul ecuatiei diferentiald ordinara de

ordinul I: Y=£(xy),  y(xg)=»o 94

Fie o diviziune a intervalului [a, ] formata din nodurile:

Xo=a, X1, X2, ... Xi, Xitl, v, Xn=b. 9.5)
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Pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale (9.4) se folosesc:

» metode unipas - solutia se determina prin iteratii succesive pentru subintervalele
[x; x:+;] astfel incat solutia y;,; (corespunzatoare nodului x;:;) se determind pe
baza datelor corespunzatoare nodului x; si/sau a datelor corespunzitoare unor
puncte situate in interiorul subintervalului (mefoda dezvoltarii in serie Taylor,
Euler, Runge Kutta);

» metode multipas sau metode de extrapolare - solutia se determind prin iteratii
succesive pentru subintervalele [x;, x;+;] astfel incat solutia y;;; (corespunzatoare
nodului x;1;) se determind pe baza datelor corespunzatoare nodurilor x,, x;, X, ...
X; si/sau a datelor corespunzatoare unor puncte situate in subintervalele anterioare
subintervalului [x; x;+;] (metoda Adams, Adams-Bashforth, Adams-Moulton).

9.2. Metoda dezvoltarii in serie Taylor
Se considera ecuatia diferentiald ordinara de ordinul I cu conditii la limita:
V=) ¥(xo)=yo 9.6)
Dezvoltand in serie Taylor functia y(x) in jurul punctului x, se obtine:
(x=x0)® (x=x )
n 0
YR (xp)+ T

+(x—x0)k7 (kfl)( )+(x_x0)k (k)(f );
k-1 2 ko

Derivand de douai ori in raport cu x ecuatia diferentiala (9.6) y' = f(x,y) si

Y(x) = y(x0 )+ 0y (x0 )+ Y"(xp )+

9.7)

& €lxo. 7]

tindnd seama de relatiile de derivare cunoscute, se obtine:

dny) A S by

yi(x) dx Ox 0Oy dx 9.8)
= (x)= fot fof wnde: f =L 5, =%

moo 0? f o(of \dy © o
y (x) (fx+fxf) axz 8)/(8 jdx o (yf) a ()’f)
=V"(x)=fu + 210 [+ 1 fy +ffy +f fyy; (9.8%)

>

unde: f . = 0 f fxy 8 f fyy Z_f

Inlocuind in dezvoltarea (9.7) relatiile (9.8), (9.8”) si conditiile yx)=y, ,
Y'(x0)=f(x0;¥0), considerand in locul intervalului dezvoltarii [x, x], intervalul
[x; xie/] 51 notdnd: xi4; - x; =h, y(x)=y; s1 y(xXi+;)=Vi+; , S obtin urmatoarele

formule de calcul iterativ ale solutiei folosind metoda dezvoltarii in serie Taylor:
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> opentru k=21 yq=y;+hfeg +0(h°) (9.9)
y=yi
_ h* ;
> pentruk=3: i =y + Aoy + oy fyf Jemsi + (R ) (9.10)
y=yi 2 y=yi
h2
Yit1=Yi t hfx:xz: +7(fx + fyf)xixi' +
> pentru k=4: X =N = (9.11)
h . .
2 ety L1212 ));ﬁ, HOh*);
Aplicatia 9.1

Folosind metoda dezvoltarii in serie Taylor pentru k=3 si k=4 sa se
giseasca solutia ecuatiei diferentiale: y' =2xy, 1(0) :%, pentru intervalul [0, ]

daca se considera un pas al diviziunilor 4=0,1.

Rezolvare

Pentru a avea un criteriu de comparatie al rezultatelor obtinute se
determinad mai intai solutia exacta a ecuatiei diferentiale de ordinul I prin metoda
separarii variabilelor:

’

y=2p? & o=2x (9.12)
Y

Integrand ecuatia diferentialad cu variabile separate si introducand conditiile
la limita se obtine solutia exacta:

(9.13)

! 1
J.y—ixz'[Zxdx =>-——=x>+C = y= 5
y y 2—-x

Folosind metoda dezvoltarii in serie Taylor pentru k=3 si k=4 se folosesc
formulele de calcul iterativ ale solutiei (9.10) respectiv (9.11), In care functia
f(x,y) si derivatele ei partiale au expresiile:

S(x:y)=20%
fx=2y2; fy=4xy (9.14)
S =00 Sy =dx [y, =4y
Se obtin astfel formulele:
o pentruk=3: y,.=y;+2hx;y’ + hz(y,-2 + 4xl~2y,-3) (9.15)

h2
e pentruk=4: y;, =y +2hxl~yl~2 +h2(y,~2 +4xi2J’i3)+?(32x1 yi3 —|-8)c,~2yl~3 +32x,~3y,~4)

(9.16)
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Considerand o diviziune a intervalului [0, I] formatd din 11 puncte si
inlocuind valorile numerice in relatiile de mai sus se obtin rezultatele din tabelele
9.1 (k=3) respectiv 9.2 (k=4) iar si in figurile 9.1, respectiv 9.2, s-au trasat

graficele atat pentru solutia obtinuta numeric cét si pentru solutia exacta.

Tabelul 9.1
Metoda dezvoltarii in serie Taylor / k=3 Valoarea
Xi i Ji Jri fw‘ Yi+1 exactd y;
0 0.5 0 0.5 0 0.502500 0.500000
0.1 | 0.502500 | 0.050501 | 0.505013 | 0.201000 | 0.510126 0.502513
0.2 | 0.510126 | 0.104091 | 0.520457 | 0.408101 0.523350 0.510204
0.3 | 0.523350 | 0.164337 | 0.54779 | 0.628020 | 0.543038 0.523560
0.4 | 0.543038 | 0.235913 | 0.589782 | 0.868862 | 0.570603 0.543478
0.5 | 0.570603 | 0.325588 | 0.651177 | 1.141207 | 0.608276 0.571429
0.6 | 0.608276 0.444 0.739999 | 1.459862 | 0.659617 0.609756
0.7 | 0.659617 | 0.609132 | 0.870189 | 1.846927 | 0.730506 0.662252
0.8 | 0.730506 | 0.853823 | 1.067279 | 2.337620 | 0.831204 0.735294
0.9 | 0.831204 | 1.243621 | 1.381802 | 2.992336 | 0.981082 0.840336
1 0.981082 1.000000
vy
yi
1
091
08
07 /
061
05l =
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 9.1. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin dezvoltari Taylor k=3

Se observa o buna apropiere a rezultatelor obtinute prin aceasta metoda cu
rezultatele exacte conform (9.13).
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Tabelul 9.2

Metoda dezvoltarii in serie Taylor / k=4 Valoarea
Xi Yi Ji Jui Joi Jrxi | Jovi Javi i+l exacta y;
0 [0.500000]0.0000000.500000 0 0 | 0 [2.000000| 0.502500 | 0.500000
0.1 {0.502500]0.050501(0.505013| 0.201 0 [0.4[2.010000] 0.510177 | 0.502513
0.210.510177]0.104112]0.520562(0.408142| 0 | 0.8 |2.040709| 0.523514 | 0.510204
0.310.523514 | 0.16444 10.548134(0.628217| 0 | 1.2 2.094057| 0.543404 | 0.523560
0.4 0.543404 | 0.23623 10.590576/0.869446| 0 | 1.6 |2.173616] 0.571308 | 0.543478
0.5]0.571308 10.326393]0.652786|1.142616| 0 | 2 [2.285233] 0.609556 | 0.571429
0.6 ] 0.609556 | 0.44587 10.743116|1.462933| 0 |2.4[2.438222] 0.661902 | 0.609756
0.7 10.661902 [0.613359]0.876227|1.853324| 0 | 2.8 [2.647606| 0.734641 | 0.662252
0.8 0.734641]0.863516(1.079395[2.350851| 0 [3.2]2.938564| 0.839001 | 0.735294
0.9 [0.839001 |1.267062[1.407847(3.020405| 0 | 3.6]3.356006| 0.996898 | 0.840336
1 [0.996898 1.000000

- —e— Valori aproximative yi
Serii Taylor —=—\alori exacte y=y(x)

[E]

0.9

0.8 1

0.7 4

0.6 1

05 =
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 9.2. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin dezvoltari Taylor k=4

Se observd o mai bund apropiere a rezultatelor obtinute prin aceasta
metoda cu rezultatele exacte conform (9.13).
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9.3. Metoda Euler

Pentru k=2 in metoda dezvoltarii in serie Taylor, rezultd relatia pentru
determinarea aproximativa a solutiei prin metoda Euler :

Yir1 = yi +hf (x;:3;) 9.17)
Relatia (9.17) se poate scrie sub forma generala:
Yir1 = Vi +hq)(xi"J/i"h) 9.18)

in care ®(x;,y;,h) este o combinatie de valori ale functiei de doua variabile f{x,y)
calculata in diferite puncte ale intervalului [(x; y); (Xi+1, Yic1)]-

Intrucat solutiile obtinute prin metoda (9.17) sunt mai putin precise se
folosesc urmatoarele variante ale metodei Euler:

» metoda Euler imbundtatita corespunzatoare functiei particulare:
1 1
‘D(xiiyl'ih):E.f(xiiJ/z')JFEf(xi +h;y; +hf;) 9.19)

conduce la relatia de calcul:

1 1
Vit =i +h[5f,- SWACRRLY +hf,-)} (9.20)
» metoda Euler modificata corespunzatoare functiei particulare:
®(x;, y;,h)= fx; +05h; y; +0,5hf;) 9.21)
conduce la relatia de calcul:
h h
Yitl = Vi +hf(xi i ""Efij (9.22)
Aplicatia 9.2

Folosind metoda Euler, Euler imbunatatita si Euler modificata sa se
gaseascd solutia ecuatiei diferentiale: V=202, y0)=1/2, pentru intervalul
[0, 1] daca se considera un pas al diviziunilor 4=0,1.

Rezolvare

Solutia exactd a ecuatiei diferentiale este (9.13) y:I/(z—xz) si s-a
determinat prin metoda separarii variabilelor. Relatiile de calcul (9.17), (9.20) si

(9.22) ale solutiei prin metoda Euler, Euler imbundtdtita si modificatd capata
formele particulare:

1. Metoda Euler: y,,, = y; +2hx;y? (9.23)

2. Euler imbundtatiti: y,, =y; + h[xl- yE+(x; + h)(yl- +2x, y,?)z} (9.24)

3. Euler modificatd: y;.,=y; + h[(xi + O,Sh)(yi +x,7 )2} (9.25)
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Considerand o diviziune a intervalului [0, I] formatd din 11 puncte si
inlocuind valorile numerice in relatiile (9.23), (9.24) si (9.25) se obtin rezultatele
din tabelele 9.3, 9.4 respectiv 9.5 iar in figurile 9.3, 9.4 si respectiv 9.5 s-au trasat
graficele atat pentru solutiile aproximative cat si pentru solutia exacta.

Tabelul 9.3.
Valori aproximative obtinute prin metoda Euler Valori
Xi vi fi xi+h h*fi yi+l exacte
0 0.5 0 0.1 0 0.500000 0.500000
0.1 0.5 0.05 0.2 0.005 0.505000 0.502513
0.2 0.505 0.10201 0.3 0.010201 | 0.515201 0.510204
0.3 10.515201 | 0.159259 0.4 0.015926 | 0.531127 0.523560
0.4 |10.531127| 0.225677 0.5 0.022568 | 0.553695 0.543478
0.5 |0.553695| 0.306578 0.6 0.030658 | 0.584352 0.571429
0.6 |0.584352 | 0.409761 0.7 0.040976 | 0.625328 0.609756
0.7 10.625328 | 0.54745 0.8 0.054745 | 0.680073 0.662252
0.8 |0.680073 0.74 0.9 0.074 0.754073 0.735294
0.9 |0.754073 | 1.023528 1 0.102353 | 0.856426 0.840336
1 ]0.856426 1.000000
—e— valoarea aproximativa yi
—=— valoarea exacta
.1
1]
09
08 1
0.7
06
05
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 07 08 09

X

Fig. 9.3. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda Euler
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Tabelul 9.4
Valori aproximative obtinute prin metoda Euler imbunatatita Valoarea

Xi Vi fi xi+h h*fi yi+l exacta
0 0.5 0 0.1 0 0.502500 0.500000
0.1 0.5025 |0.050501 0.2 0.00505 0.510177 0.502513

0.2 | 0.510177 | 0.104112 0.3 0.010411 0.523513 0.510204
0.3 | 0.523513 | 0.16444 0.4 0.016444 0.543397 0.523560
0.4 | 0.543397 | 0.236225 0.5 0.023622 0.571284 0.543478
0.5 | 0.571284 | 0.326366 0.6 0.032637 0.609486 0.571429
0.6 | 0.609486 | 0.445767 0.7 0.044577 0.661720 0.609756
0.7 0.66172 |0.613022 0.8 0.061302 0.734192 0.662252
0.8 | 0.734192 | 0.86246 0.9 0.086246 0.837895 0.735294
0.9 | 0.837895 | 1.263724 1 0.126372 0.994063 0.840336

1 0.994063 1.000000

- - valoril imative yi
Metoda Euler imbunatatita —4—elonie aprodmare

=

—u—\alorile exacte y=y(x)

11

0.9 1

0.8+

0.7

0.6

05

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1

Fig.9.4. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda Euler imbunatdatita

Se observa din figura 9.4 o apropiere foarte bund a rezultatelor
aproximative obtinute prin aceastd metoda de cele obtinute prin integrare.
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Tabelul 9.5

Valori aproximative obtinute prin metoda Euler modificata Valori

yi fi xi+h h*fi yi+l exacte
0.5 0 0.1 0 0.502500 0.500000
0.1 0.5025 0.050501 0.2 0.00505 0.510152 0.502513
0.2 0.510152 0.104102 0.3 0.01041 0.523431 0.510204
0.3 0.523431 0.164388 0.4 | 0.016439 | 0.543217 0.523560
0.4 0.543217 0.236068 0.5 | 0.023607 | 0.570941 0.543478
0.5 0.570941 0.325974 0.6 | 0.032597 | 0.608875 0.571429
0.6 0.608875 0.444874 0.7 | 0.044487 | 0.660655 0.609756
0.7 0.660655 0.611051 0.8 | 0.061105 | 0.732320 0.662252
0.8 0.73232 0.858068 0.9 | 0.085807 | 0.834485 0.735294
0.9 0.834485 1.253458 1 0.125346 | 0.987415 0.840336
0.987415 1.000000

Metoda Euler modificata

—e— Valorile aproximative yi
—m— Valorile exacte y=y(x)

0.9 A

0.8

0.7 A

0.6

0.5

0

0.1 0.2

0.3 0.4

0.5

0.6 0.7

0.8

0.9

.

Fig.9.5.Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda Euler modificatd

obtinute prin aceastd metoda de cele obtinute prin integrare.

Se observa din figura 9.5 o apropiere bund a rezultatelor aproximative
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9.4. Metoda Runge-Kutta

Metoda Runge-Kutta este o metodd unipas folositd des in rezolvarea
numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare.

Se considera ecuatia diferentiala ordinara:
V=1 (%)=, (9.26)
si o diviziune a intervalului [a, b] data de punctele: xp=a, x;, X, ... X, Xi+s, ..., X,=b.

Metoda FEuler furnizeazda o relatie de calcul pe baza datelor
corespunzatoare nodului x; si/sau a datelor corespunzatoare unor puncte situate in
interiorul subintervalului [x;, x;+;] de forma:

Yiri = Vi +hO(x;; v, h) 9.27)
in care: ®(x;,y,,/) este o combinatie liniard de valori ale functiei f{x,y) calculati in
diferite noduri din intervalul [(x;, v;), (Xi+1, Vi+i)].

Metoda Runge-Kutta furnizeaza o relatie de calcul pe baza datelor
corespunzatoare nodului x; si/sau a datelor corespunzitoare unor puncte situate in
interiorul subintervalului [x; x;.;] ca o combinatie liniard de valori ale functiei
f(x,y) de forma:

d)(xi,'yi,'h):ikjwj (9.28)
=l

in care: w;, w,, ...w, reprezintd ponderile din cadrul metodei Runge-Kutta;

ki, ki ..k, reprezintd valorile functiei f(x,») In anumite noduri din
intervalul [(x; V), (xi+1, Yi+1)], care se scriu sub forma:

ky :f(xi; yi)

ky = f(xi +ah; y; +ﬂ2hk1)

ky = f(xi +azh; y; + B hk +ﬁ32hk2) 9.29)
ky = f(xi +agh; y;+ Bahk, + By hk, +ﬁ43hk3)

Coeficientii ¢; , f; si ponderile w; se determind din conditia ca relatia de
identitate a solutiei scrisd sub forma:

Vint =V Thlew + kyw, + kyws + kgwy +..+ k,w) (9.30)

si solutia obtinuta prin dezvoltarea in serie Taylor a solutiei in jurul punctului x;:
3

2
Vi =3 S Wb 2 Sty S S £ ) (03D

In functie de numirul p de termeni ai relatiei (9.30) se obtin formule
particulare de calcul a solutiei prin metoda Runge-Kutta. Astfel:

1. Pentru p=2 se obtine relatia particulara:
Yiel = Vi Th(kyw +kywy ) (9.32)
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in care k; ks w;, w, au valorile:

ko= f(x.: v

1 f(xl yl)h h . {lel—ﬂ.
ky = +—y. +—k ’ =1
2 f(xz ) Vi ) 1) Wy

A este un parametru oarecare avand valori cuprinse intre 0 si 1.

Inlocuind aceste valori ale coeficientilor si ponderilor in relatia (9.32) se
obtine formula generald a metodei Runge Kutta de ordinul II:

(9.33)

h h
=y .+ k(1= oy )+ A X A — . +— 9.34
Vit yz+ ( )f(xz yz)+ f[XZ+2ﬂV yl+21f;j ( )

Se observa din relatia (9.34) cd daca:

» A=0,5 se obtine metoda Euler imbunatatita :

Yis = Vi Y OShf; +05- f(x; +h,y; + f;) (9.35)
» A=1 se obtine metoda Euler modificata:
Yin =y + b (5, +05h; 3, +05f;) (9.36)

2. Pentru p=3 se obtine relatia particulara:

Vi = Vi +h(kpwy + kyw, + kyws ) (9.37)
in care k;, k2, k3, wi, wy wz au valorile:
ky =f(xi;yi)
ky = f1 (x,- +0,5h; y; +0,5hk1)
by = £l s 3,4 20k = k) 9.38)
{Wl RS |
6 3 6

Inlocuind aceste valori ale coeficientilor si ponderilor in relatia (9.37) se
obtine formula generald a metoda Runge Kutta de ordinul I11:

Vi = Vi +%[f(x,- ;v )+ 41 (x; +0,50; v, +0,5hk; )+ f(xl- +h;y, +2hk, —hkz) (9.39)

3. Pentru p=4 se obtine relatia particulara:

Yin = Vi +h(lgwy + kyw, + kyws + kywy ) (9.40)
in care k;, k», k3, ks w;, wor ws, wy au valorile:
ky :f(xi;yi) 1 1
k2 = f(‘xi +O,5h,’y[ +O,5hk1) . Wl _g’ W2 _g (9 41)
ky = f(x; +0,5h; y, +0,5hk, ) R DR | '
k4=f(xl-+h;y,-+hk3) e Y6
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Inlocuind aceste valori ale coeficientilor si ponderilor in relatia (9.40) se
obtine formula genrala pentru metoda Runge Kutta de ordinul 1V:
h
Vit = Vi +g[f(xi;yi)+ Zf(xi + O’Sh"yi + O’Shkl )+ (942)
+2f(x; +0,5h; y; +0,5hky )+ +f(x; + b, y; + ks )]
Aceasta este cea mai utilizata dintre formulele metodei Runge Kutta, fiind

cunoscutd sub numele de metoda Runge-Kutta.

4. Pentru p=6 se obtine relatia particulara:
YVin = Vi Fh(lkowy + kywy + kywy + kywy + ksws + kgwg ) (9.43)

in care k], kg, k3, k4, k5, kg, Wi, Wy W3, Wy Ws, Wg al valorile:

W 212_932 ky =f(xi’yi)
h h
w, =0 k, =/—(xi +§;)’i +§k1j
y =%§ ks = £(x; +04h; y, +0,16hk, +0,24hk, )
0 ky = f(x, +h;y, +0,25hk, —3hk, +375hk; ) (9.44)

Wy =

81 ks =1 xi+2—h;y,-+£hk1+%hkz —S—Ohk3+§hk4
Wy =—— 3 81 ' 8l 81 8l

192

_125 k= A+ 2 v S 3%+ o +§th

Y= 1on 6f(’ 5 ikt i it sk

Inlocuind aceste valori in relatia (9.43) se obtine formula genrald pentru
metoda Runge Kutta de ordinul VI:

Vil = Vi +1—;’2[23 (7, )+125f(x; +0,4h; y, +0,16hk, +0,24hk, )

O g + 22k, —%hlg +%hk4j+ (9.45)

2%h
=81f] x; +—,y; +
f(x’ 37T T

4h 6 36 10, 8
+125f1 x; +— y; +—=hk; + —hk, + — hly + —hk
f(x’ s ity T s s s “H

Aplicatia 3

Folosind metoda Runge Kutta de ordinul III si IV si VI sd se giseasca
solutia ecuatiei diferentiale: y'=2xy, »(0)=2, pentru intervalul [0, /] si un pas al
diviziunilor £=0,1.

Rezolvare

Solutia exacta a ecuatiei diferentiale este y=2e"2 si s-a determinat prin

metoda separarii variabilelor. Relatiile de calcul numeric al solutiei prin metoda
Runge Kutta de ordinul III si IV si VI sunt (9.39), (9.42) respectiv (9.45).
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Considerand o diviziune a intervalului [0, I] formatd din 11 puncte si
inlocuind valorile numerice in relatiile (9.39), (9.42) si (9.45) se obtin rezultatele
din tabelele 9.6, 9.7 respectiv 9.8 iar in figurile 9.6, 9.7 si respectiv 9.8 s-au trasat
graficele atét pentru solutiile aproximative cat si pentru solutia exacta.

Tabelul 9.6

Valori aproximative obtinute pein metoda Runge Kutta de ordinul 111 valoari

xi Vi fi ki k2 k3 i+l exacte y;
0 2 0 0 0.2 0.396000 [2.019933| 2.000000

0.1 [2.019933 | 0.403987 | 0.403987 | 0.61204 0.815811 [2.081066| 2.020100

0.2 [2.081066 | 0.832426 | 0.832426 | 1.061344 | 1.284850 | 2.18711 | 2.081622

0.3 | 2.18711 | 1.312266| 1.312266 | 1.576906 | 1.833498 |2.344667| 2.188349

0.4 |2.344667 | 1.875733 | 1.875733 | 2.194608 | 2.500352 |2.563909| 2.347022

0.5 ]2.563909 | 2.563909 | 2.563909 | 2.961314 | 3.336671 |2.859673| 2.568051

0.6 |2.859673 | 3.431607 | 3.431607 | 3.940629 | 4.412703 | 3.25312 | 2.866659

0.7 | 3.25312 | 4.554367 | 4.554367 | 5.221257 | 5.826988 |3.774226| 3.264632

0.8 |3.774226 | 6.038762 | 6.038762 | 6.929479 | 7.720255 |4.465508| 3.792962

0.9 | 4.465508 | 8.037915 | 8.037915 | 9.3.248068 | 10.2965688 | 5.387621| 4.495816

1 [5.387621 5.436564

—e— Valori aproximative yi

—=— Valori exacte y=y(x)

Metoda Runge Kutta de ordinul lll

554

4.5 1

35

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Fig. 9.6. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda RK de ordinul 111
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Tabelul 9.7

Valori aproximative obtinute pein metoda Runge Kutta de ordinul IV valoari

Xi Vi ki k2 k3 k4 yit+l exacte y;
0 |[2.000000 0 0.2 0.201000 | 0.40402 |2.0201003 | 2.000000

0.1 {2.020100 | 0.40402 | 0.61209 0.615211 |0.832649 | 2.0816215 | 2.020100

0.2 [2.081622 | 0.832649 | 1.061627 | 1.067351 | 1.313014 | 2.1883485 | 2.081622

0.3 [2.188349 | 1.313009 | 1.577799 | 1.587067 | 1.877644 |2.3470216 | 2.188349

0.4 (2347022 | 1.877617| 2.196812 | 2.211176 |2.568139 | 2.5680505 | 2.347022

0.5 [2.568051 | 2.568051 | 2.966098 | 2.987991 | 3.44022 | 2.866658 | 2.568051

0.6 [ 2.866658 | 3.43999 | 3.950255 | 3.983422 4.571 |3.2646304 | 2.866659

0.7 [3.264630 | 4.570483 | 5.239732 | 5.289925 | 6.069797 | 3.7929569 | 3.264632

0.8 [3.792957 | 6.068731 | 6.963869 | 7.039956 |8.094514 |4.4958052 | 3.792962

0.9 [4.495805 | 8.092449 | 9.3.310813 | 9.3.426557 | 10.87692 | 5.4365404 | 4.495816

1 [5.436540 5.436564

Metoda Runge Kutta de ordinul IV —e— Valori aproximtive yi
—m— Valori exacte y=y(x)

=]

55

45

351

251

0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1 El

Fig. 9.7. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda RK de ordinul IV

Se observa din figura 9.7 o apropiere foarte bund a rezultatelor
aproximative obtinute prin metoda Runge Kutta de ordinul IV de valorile exacte.



9. Metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare

211

Tabelul 9.8

Valori aproximative obtinute pein metoda Runge Kutta de ordinul VI

Xi Vi

kil

k2

k3

k4

k5

ko6

yit+l

0 2

0

0.133333

0.160256

0.4040192

0.267855

0.322055

2.020100

0.1

2.020100

0.4040201

0.542285

0.571082

0.8326685

0.6854396

0.743709

2.081622

0.2

2.081622

0.8326486

0.984376

1.016913

1.3130805

1.145259

1.211335

2.188349

0.3

2.188349

1.3130092

1.488077

1.526648

1.877795

1.6776651

1.756106

2.347022

0.4

2.347022

1.8776175

2.088328

2.135922

2.5684345

2.320721

2.417432

2.568051

0.5

2.568051

2.568051

2.830563

2.891239

3.4407577

3.124704

3.247668

2.866659

0.6

2.866659

3.4399909

3.776346

3.855784

4.5719438

4.1585041

4.318845

3.264633

0.7

3.264633

4.5704859

5.011574

5.117897

6.0714144

5.5190415

5.732614

3.792962

0.8

3.792962

6.0687397

6.658756

6.803785

8.0972524

7.3454574

7.635268

4.495817

0.9

4.495817

8.0924703

8.895723

9.3.09693

10.881523

9.3.840874

10.24083

5.436565

1 {5.436565

6.000000

Metoda Runge Kutta de ordinul VI

—e— Valorile aproximative yi
—m=— Valorile exacte y=y(x)

5.500000 +
5.000000 +
4.500000 +
4.000000 b
3.500000 +
3.000000 +

2.500000 +

2.000000

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5 0.6

0.7

0.8

0.9

T

Fig. 9.8. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda RK de ordinul VI

Se observd din figura 9.8 o apropiere foarte buna a rezultatelor
aproximative obtinute prin metoda Runge Kutta de ordinul VI de valorile exacte.



212 Metode numerice in inginerie

9.5. Metoda Runge-Kutta pentru rezolvarea ecuatiilor
diferentiale de ordinul II

Se considera ecuatia diferentiald ordinara de ordinul II de forma:
V=) xg)=yer Yi(X)=p (9.46)
Se noteaza: z=y'(x), z2(xy)=Y'(xy) =5 (9.47)

Ecuatia diferentiala (9.46) se transforma intr-un sistem de doud ecuatii
diferentiale de ordinul I cu conditiile la limita:

{y’:z(x) . {y(xo)=yo
2= f(x;yz) 2(xg) =¥,

Folosind formulele metodei Runge-Kutta de ordinul IV se determina
solutia aproximativa pentru fiecare din ecuatiile (9.48) cu ajutorul relatiilor:

(9.48)

Zin =% +ﬁ(k1 +2k, + 2k, +k4)
6h (9.49)
Yirt = Vi +g(ll +20, +2I4 +l4)
in care ky, ky, k3, ky 11, 1o, 15, 1, au expresiile:
b =iz Iy =z
kz:f(Xﬁg:yﬁgll; zi+§k1) Y
’ (9.50)
k‘fx+ﬁ- +ﬁl-z+ﬁk l=zA+&
3T/ Nty ity sy 3E4E
k4=f(x,-+h; Vi +his; zi+hk3) 1, =z, + hks

Dupa 1inlocuirea expresiilor lui /;, [, /3 si [, date de relatiile (9.50) in
relatiile pentru k;, ky, k; k; rezultd urmatoarele formule de calcul a solutiei
aproximative a sistemului de ecuatii diferentiale (9.48) prin metoda Runge Kutta:

Zi =2 +§(kl +2ky +2ky + k)

) (9.51)
h
Yin =Y +Zih+?(kl +hk, +k3)
in care k;, k, k3, ky, au noile expresii:
h ho W h
ky :f(xii)’iizi) ks =f[xi+§; yi+EZi +7k2; Zﬁzsz
(9.52)

ky :f(xi +ﬁi Yi +ﬁzi; Zi +ﬁk1] n?
2 2 2 k4 :f xi+h,' y[+th«+?k3,' Zl-+hk3
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Aplicatia 9.4

Folosind metoda Runge Kutta de ordinul IV sa se gaseasca solutia ecuatiei
diferentiale de ordinul II cu conditii la limitd pentru intervalul [/, 2] si un pas al

diviziunilor constant: 2=0, I:

y"—y’+f=0, y()=e y'(1)=2e

Rezolvare

(9.53)

Ecuatia diferentiald de ordinul II este echivalentd cu urmatorul sistem de

doua ecuatii diferentiale de ordinul I si conditiile la limita:

y'=z y(l)=e
Z'=f(x,y,z) z(1)=2e
Yy

X

unde f(x,y,z)=z+

(9.54)

Consideram o diviziune a intervalului formatd din 11 puncte; inlocuind
valorile numerice in relatiile de mai sus, se obtin rezultatele din tabelelul 9.9, iar in
tabelul 9.10 sunt date valorile exacte calculate pentru solutia ecuatiei diferentiale

care se obtine prin integrare directa:
y(x)=xe",

V(x)=z(x)=(x+1)e”,
y(l)=e  y'(1)=2e

(9.55)

In figura 9.9 s-au trasat graficele pentru valorile celor doua solutii obtinute:
solutia numericd obtinutd prin metoda Runge Kutta de ordinul IV si cea exacta,

obtinuta prin integrare directa.

Tabelul 9.9

Metoda Runge Kutta IV pentru ecuatii diferentiale de ordinul 11

xi zi yi kl k2 k3 k4

yi+l

zi+1

1 [5.4365641.71828188.154845| 8.69203 (8.7602800.4.31780943.304617

6.3095182

1.1 16.309518(3.304617(9.4.31371|9.4.92311|9.4.99672( 10.630484 |3.984291

7.305916

1.2 {7.305916|3.984291]10.62616|11.31689(11.39669§ 12.116252 (4.770449

8.4420759

1.3 [8.442076|4.770449]12.11165(12.89399(12.980867 13.796992

5.677967

9.4.73638

1.4 19.473638(5.677967|13.79207|14.67756(14.772449 15.697272

6.723676

11.209538

1.5 |11.20954(6.723676|15.69199]16.69359(16.797521| 17.844676

7.926601

12.884853

1.6 [12.88485|7.926601|17.83898|18.97125(19.4.0853(20.270161

9.430824

14.788559

1.7 [14.78856(9.430824| 20.264 |21.54329P1.668804 23.008465

10.8929

16.95017

1.8 |16.95017(10.892895/23.00178|24.44642 24.584727 26.098556

12.70797

19.4402

1.9 119.44028(12.70796726.09128127.72186 27.874471P9.4.584141

14.7844

22.184015

2 122.18402(14.784401
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Tabelul 9.10

xi Valorile exacte z; Valorile exacte y; | Valorile aproximative y;
1 5.436564 2.7182818 2.7182818

1.1 6.308749 3.3045826 3.304617

1.2 7.304257 3.9841403 3.984291

1.3 8.439382 4.7700857 4.770449

1.4 9.4.73248 5.67728 5.677967

1.5 11.20422 6.7225336 6.723676

1.6 12.87788 7.9248519 7.926601

1.7 14.77966 9.4.3057106 9.4.308246

1.8 16.93901 10.889365 10.892895

1.9 19.4.38909 12.703199 12.707967

2 22.16717 14.778112 14.784401

Ecuatii diferentiale de ordinul Il _’_za'o’f ameima_“"e - Runge Kutta IV
—m— Valori exacte y=y(x)

16

14 4

12 4

10

e

1 11 1.2 1.3 14 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2 Xi

Fig. 9.9. Solutia exacta si cea aproximativa obtinuta prin metoda RK de ordinul IV

Se observd din figura 9.9 o apropiere foarte buna a rezultatelor
aproximative obtinute prin metoda Runge Kutta de ordinul VI de valorile exacte.
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9.6. Metoda Adams

Metoda Adams este o metoda multipas pentru determinarea solutiei
ecuatiei diferentiale de ordinul I la care solutia se determind prin iteratii succesive
pentru subintervalele [x; x;+,] astfel incat solutia y;;; se determina pe baza datelor
corespunzatoare nodurilor x, x;, x5 ... X; si/sau a datelor corespunzitoare unor
puncte situate in toate subintervalele. Metoda Adams utilizeaza pentru aproximarea
functiei f{x,y) polinomul de interpolare Newton cu diferente finite regresive.

Se considera ecuatia diferentiala ordinara de ordinul I cu conditii la limita:
V'i=f(xy): y(x)=y (9.56)
si o diviziune a intervalului [a, b] formata din nodurile:
Xo=a, X1, X2, ..., Xiy Xi+], ..., X,=b 9.57)

Daca se integreaza ecuatia diferentiala (9.56) pe intervalul [x; x,./] si
se aproximeaza functia f(x,y) cu polinomul de interpolare Newton cu diferente
regresive J(x), se obtine:

Vin -y = | £ (e )dv= [O(x 9.58)

Polinomul de interpolare Newton cu diferente regresive P(x) care
interpoleaza functia f{x, y(x)) in jurul punctului (x;+;, y;+;) are expresia:

Q(x) = [fi+1 + avfiﬂ (a * 1) V fz+l MVSJFM +
2! 3/ 9.59)
a(a+1)(o:/r 2)(a+3)v4fi+1 . a(a+l)(a+25)/(a+3)(a+4)vsﬂ+l +j
In relatia (9.59) s-a facut schimbarea de variabila:
a= % . hda = —dx; (9.60)
Cu schimbarea de variabila (9.60) limitele de integrare din (9.58) devin:
x=x;,D>a=-1 x=x,,=>a=0 9.61)
Tinand seama de relatiile (9.60) si (9.61) integrala (9.58) se scrie:
Hil +1 +1)a+2
J.Q(x)dX— _hj.(fzﬂ +aVfig + (OC )V fz+ %VSJ(HI +
' (9.62)
N oo+ 1)(0(4—1; 2)a+3) V4fz’+1 N a(a +1)a+ 25)/(05 +3)a+4) VSle N ...]da

Efectuand calculele pentru integralele din relatia (9.62) se obtine formula
Adams pentru determinarea solutiei aproximative a ecuatiei diferentiale de ordinul I
cu conditii la limita:
5 343 251 4

1 75
yi+1:J’i+h(fi+1+Evfi+l+12v fz+1+8 fz+1+72 Vi + 288V R j(9-63)
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Daca se retin primele cinci diferente finite regresive in relatia (9.5.8), este
necesar si suficient sd se calculeze valorile functiei f;i=f{x;, y;) In primele sase
puncte (xg, Vo), (x5, 1), ..., (x5, ys), pentru a putea determina aceste diferente finite:

Vfs=fs—f4
Vi fs=fs=2f4+ f3
V3fs=fs=3f4+3f3~ 2 (9.64)

Vifs=Ss=4fs+6f3 -4+ 1y
V2S5 =15 =5/ +10/3 =101, +5/ = fy
Primele cinci valori ale solutiei y; se determind fie printr-o metoda unipas

(Taylor, FEuler, Runge Kutta, etc.) fie printr-o metodd multipas cu ajutorul
polinomului de interpolare Gregory-Newton cu diferente progresive.

Astfel, daca se integreaza ecuatia diferentiala (9.5.1) pe intervalul [x,, x;]
si se aproximeaza functia f{x,y) cu polinomul de interpolare P(x) se obtine:

V=30 = | £l y(x)de= | Plx)dx (9.65)

X0 X0
in care P’(x) este polinomul de interpolare Gregory-Newton cu diferente progresive
care interpoleaza functia f{x, y(x)) in jurul punctului (x,, yy):

a(a - 1)(a - 2)

-1
P(x)= fo+arfy +@&fo + I

: ' (9.66)
N a(a—l)(o;/—2)(a—3)A4f0 N a(a—l)(a—ZS)/(a—3)(a—4)A5f0 N
In relatia (9.66) s-a notat: a=2 —hxo - hda =dx; 9.67)

Cu schimbarea de variabila (9.67) limitele de integrare (9.65) devin:
X, =xg+ih, x=xy=>a=0;, x=x;,>a=i (9.68)
Tinand seama de relatiile (9.66) si (9.68) se obtine integrala (9.5.10):

Tp(x)dx:hj‘[fo +ahf, +@A2fo +W&fo +
; 1 : - (9.69)
N a(a—l)(o;/—z)(a—3)A4fo + 0‘(0‘_1)(0‘_25)/(“_3)(0‘_4)A5f0 +...]da

Pentru determinarea valorilor solutiei y; in primele cinci puncte ale interva-
lului cu ajutorul relatia (9.69) se procedeaza astfel :

» aproximatia 1 (i=1):

1
7Y =y, +hJ.(f0)da =Yo +hfy (9.70)
0



9. Metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare

217

» aproximatia 2 (i=1 si i=2):

1
1
7 =y +h_[(fo +abfy)da =y, +h(f0 +5Af0j"
0

2
¥ =y +h,[(fo +atfy Jda =y +2h(fy + Ay ); S
0

unde: Afy= f(xl,yl(l) )— f(xo,yo )
» aproximatia 3 (i=1,2,3):

afa-1) ,
2

1
¥ =y, +hj(f;) +ahfy + A fo]da Yo +h[fo +=Afy ——A foj
0

a(a-1)
2

2
WY =yo+h] (fo oy + &Sy jda =yo+ 2h[fo Ay + <R, j ©.72)
0

a(a-1)
2

3
3 3
v =y, +hj(f0 +alfy + Azfojda = +3h[fo +5Afo +ZA2fojf
0

in care diferentele finite progresive se determind astfel:
2
Afy = f(xl’h( ))—f(on’o)f

8 fy =t s 21l o o S 50,30 )
» aproximatia 4 (i=1,2,3,4):

WY =y [fo ranfy + LA gy SOV 0 N

(9.73)

—J’o+h(f0+ Afy = A2fo A3fo)’

a(a—l)(a—z)A3

A2f0+ :

W = v+ h [fo ranf, + ALV fo jda
0

(9.74)
=y + Zh[fo + A, +%A2f0 j

a(a—l)(a—z)A3

A f+
So >

a(a—-1)
2

3
yg4)=y0+hj(fo+aAf0+ fojda:
0

:yo+3h(fo+ Afy += A2fo+ A3f0]:

4
WY =y +hf [fo vanfy + O gy A2 A%)da
0

=y + 4h(f0 +24f, +§A2f0 +§A3f0j;

in care diferentele finite progresive se determina cu ajutorul relatiilor:
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Afy :f(xp)ﬁ(}))—f(xmyo)"
A f, :f(xz ygs)) 2f(x1,y1(3))+ F(xg.v0) (9.75)
8 fy = £l 35 )37 a7 Vo3l )= £ ()
» aproximatia 5 (i=1,2,3,4,5):
oo UAzf a(a—1)(a=2) 3
2

)_yo+hj.[fo+0!4f + Jo+

P HEVEDOD) b, jda J’o+h(fo+ No-— By Bfy - %}

720

a(a L (Vi Z)Aa

2

“—ymhj(f +abfy+ fo fo+

(9.76)

+a(a—1)(a—2)(a—3)A4

: fjda yo+2h(fo+%+ Ry A fo}

180
3

#7 =¥ +hf[fo +alNy +@A2fo +—a(a—lé(a—2) R fo+
0

~1)(a—2)(a-3 3.3 1 1
+(X((Z )((X2 )((Z )A4f0jda:y0+3h[fo+§@(0+ZA2f0+§A3fO_%A4f0j

oo I)Azf a(a—l)z(a—2)A3f0+

—yo+hj[f +al¥y +

PG (‘”2‘2) (a=3) A4fo)da=yo +4if fo + 204, +§A2fo +§A3fo +9—70A4fo}

Y

Az_fo-l- A3_f0 +

W —yo+hf[fo+a4f ' Moy

L Ha-Y(@-2)(a-3)
2

35, 3
A —A +—A
Jot—4&fo 24 fo}

A4dea yo+5/{fo+ o+

in care diferentele finite progresive se determind astfel:
8y = £l 3 ) £, )
A2fo :f(xz’)’g‘”) ( 1( ) x J’O
A3fo =f(X3,y§4)) (x ( ) (x y1 ) (xo yo)
A4fo :f(x4,yf‘4))— ( ))+ 6f(x2 )’2 ) 4f(x1:J’1 )+ f(xo)J’o)f

Observatie

(9.77)

Pentru fiecare din cele cinci aproximari succesive s-au folosit rezultatele
obtinute la aproximarea precedentd. Aceastd metodd este deci o metoda multipas
care foloseste atat rezultatele obtinute anterior cat si toate punctele anterioare.
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Aplicatia 9. 5

Folosind metoda Adams sa se rezolve ecuatia diferentiala cu conditii la
limita: y"=2xy; y(1)=e pentru intervalul [/, 2] cu un pas al diviziunilor constant
h=0,1.

Rezolvare

Folosind polinomul de interpolare Newton cu diferente progresive si
relatiile (9.70) ... (9.77) se determind valorile aproximative ale solutiei in primele
cinci noduri: yy, ¥, ¥2, v3 §1 y4 . Rezultatele obtinute sunt date in tabelul 9.11.

Se calculeaza apoi primele patru diferente regresive si se inlocuiesc in
relatia (9.63) obtindndu-se rezultatele din tabelul 9.12.

In figura 9.10 s-au trasat graficele obtinute pentru valorile celor doui
solutii: cea numericd obtinutd prin metoda Adams si cea exactd obtinutd prin
integrare directa care au fost date in tabelul 9.13.

Tabelul 9.11

y0 vl delta f0 yl y2 delta f0 delta?2 fo

2.718282 | 3.261938 | 1.739700 | 3.348923 | 4.153535 | 1.931067 0.669785

vl y2 y3 delta f0 delta?2 f0 delta3 f0
3.352910 4214134 5.368933 1.939838 0.797682 0.31010
vl y2 y3 V4 delta f0 |delta f0| delta3 f0 |delta4 f0

3.353575| 4.220152 |5.413285| 7.059260 | 1.941301 {0.809198| 0.386481 |0.163047

yi y2 y3 4

3.353440 | 4.220647 5.418788 7.093548

Pasul 1
Tabelul 9.12

nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y5

f0 | 5.4365637

fl | 7.377568 |[1.9410043

f2 | 10.129553 |2.7519845| 0.81098016

f3 | 14.088848 |3.9592952|1.20731071 | 0.3963306

f4 119.5.861933( 5.7730857 | 1.81379054 | 0.6064798 | 0.2101493 9.5.4740389
Pasul 2
nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y6
f1 | 7.377568

f2 | 10.129553 [2.7519845

3 | 14.088848 |3.9592952| 1.20731071

4 (19.5.861933|5.7730857 | 1.81379054 | 0.6064798

f5 | 28.422117 [8.5601833 | 2.7870976 |0.9733071 | 0.3668272 12.909676
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Pasul 3
nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y7
f2 | 10.129553
f3 | 14.088848 [3.9592952
4 {19.5.861933|5.7730857 | 1.81379054
f5 | 28.422117 | 8.5601833 | 2.7870976 | 0.9733071
f6 | 41.310963 | 12.888846 | 4.32866263 | 1.541565 | 0.568258 17.943194
Pasul 4
nablal Nabla2 nabla3 nabla4 y8
3 | 14.088848
4 {19.5.861933| 5.7730857
f5 | 28.422117 | 8.5601833 | 2.7870976
f6 | 41.310963 | 12.888846 |4.32866263 | 1.541565
f7 | 61.00686 | 19.5.695897 | 6.80705146 | 2.4783888 [ 0.9368238 25.437901
Pasul 5
nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y9
4 {19.5.861933
f5 | 28.422117 | 8.5601833
f6 | 41.310963 | 12.888846 | 4.32866263
f7 | 61.00686 |19.5.695897 | 6.80705146 |2.4783888
f8 | 91.576442 | 30.569582 | 10.8736842 |4.0666327 | 1.5882439 36.784961
Pasul 6
nablal nabla2 nabla3 nabla4 y10
f4 | 28.422117
f5 | 41.310963 | 12.888846
fo | 61.00686 |19.5.695897|6.80705146
f7 | 91.576442 | 30.569582 | 10.8736842 | 4.0666327
8 [139.5.78285| 48.206409 | 17.6368269 | 6.7631427 | 2.6965099 54.256055
Solutia exacti Tabelul 9.13
i xi yi i Xi yi
0 1 2.718282 5 1,5 9.5.487736
1 1,1 3.353485 6 1,6 12.935817
2 1,2 4.220696 7 1,7 17.993310
3 1,3 5.419481 8 1,8 25.533722
4 1,4 7.099327 9 1,9 36.966053
10 2,0 54.598150
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Metoda Adams —e— Valori aproximative yi
—m— Valorile exacte y=y(x)

60

. /

40

30

20

® /

0
1 11 12 13 14 15 1.6 1.7 18 19 2 M
Fig. 9.10. Solutia exactd si cea aproximativa obtinuta prin metoda Adams

Se observa o foarte buna apropiere a rezultatelor obtinute prin aceasta
metoda cu cele obtinute din integrarea directd a ecuatiei diferentiale.

9.7. Metoda Adams-Bashforth

Se considera ecuatia diferentiald ordinara de ordinul I:

V'=f(xy) ¥(xg)=y, (9.78)
si o diviziune a intervalului [a, b] de forma:

X0=a, X1, X2, .. Xi, Xitl, -r, Xn=b. (9.79)

Metoda Adams-Bashforth foloseste pentru determinarea solutiei y(x)
acceasi formuld (9.63) 1n care se retin primele cinci diferente finite, dedusd cu
ajutorul polinomului de interpolare Newton cu diferente finite regresive:

251 475

1 5 2 3 3 4 5
PRy | A v v A VA el VA AL vl 9.80
Vil = Vi (f, 5 f; D /i g /i 20 /i 538 flj (9.80)

Valorile aproximative ale functiei y(x) se determina in doua etape astfel:
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Etapa 1: se determina solutiile aproximative in primele patru punctele prin
metoda Runge-Kutta 1V:

e in punctul x;
Vi =Yo +h(k +2ky +2ky +k,)
ky = f(x,9)
ky = f(xy+05h; v, +0,5hk, ) (9.81)
ky = f(xy+0,5h; v, +0,5hk, )
ky=f(xo+h:yy+hks;)
e in punctul x;
Vo =y +h(k| +2k +2k5 + Kk} )
ki=f(x.y1)
Ky = f(x,+05h;y, +0,5hk] ) (9.82)
ks = f(x,+0,5h; y, +0,5hk} )
ky=f(x +h;y +hk3)
e in punctul x;
V3 =Yy +h(k{+2k) +2k5 + ky
ki'=f(x3,,)
k) = f(x, +0,5h; y, +0,50k]) (9.83)
k= f(x,+0,5h; y,+05hk}
Ky = (%) + sy, +hk5)
e in punctul x,
Va=Vs+h(k 142k 2 +2k" 5 +k"4)
K'v=f(x3:93)
k2= f(x;+05h; y3+0,5hk"1) (9.84)
k'3 = f(x;+05h; y;+05hk">)
kK4 =f(xs+h; y;+hk’3)
Etapa 2: se determind valorile solutiei in punctele xs, x4 ... cu ajutorul
Jformulei multipas Adams, in care se retin diferentele finite de ordinul IV si V:
» 1in punctul xs:

1 5 3 251
Vs =)y +h(f4 +5Vf4 +EV2f4 +§V3f4 +%V4f4jf
Vis=fa— S350
Vifa=fa-2fs+for (9.85)

V3f4 =f4-3f3+35L- A
Vifa=fa-4fs+6f,-4f + £
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» in punctul x4

. [ A A Rl Ry
Vis=fs—Ja:

Vifs=fs=2fu+fss

Vi fs=fs =314 +3fs—fos (9.86)

V4fs =fs=4f,+6f5-41,+ 11
V3 fs = fs =514 +10£,-10 £, +5 1, — fo.

In punctele x; xs, ... se procedeaza in mod analog ca in cazul punctului x; .

Aplicatia 9.6
Folosind metoda Adams-Bashforth sa se rezolve ecuatia diferentiald cu
conditii la limita: y'=2xy; y(1)=e pentru intervalul [/, 2] cu un pas al

diviziunilor constant A=0, 1.

Rezolvare

Folosind relatiile (9.81) ... (9.84) se determina valorile aproximative ale
solutiei prin metoda Runge Kutta de ordinul III in primele patru noduri: y,, y,, s
V4. S-au obtinut rezultatele din tabelul 9.14.

Se calculeaza apoi primele patru diferente regresive si se inlocuiesc in
relatiile (9.85), (9.86) obtinandu-se: la pasul 1 solutia ys5, la pasul 2 solutia yg, ...,
la pasul 5 solutia y,y, rezultatele fiind cele din tabelul 9.15.

In figura 9.11 s-au trasat graficele pentru valorile celor doui solutii
obtinute: solutia numerica prin metoda Adams-Bashforth si cea exactd obtinuta
prin integrare directd, solutie data in tabelul 9.16.

Tabelul 9.14
X yi fi kil k2 k3 k4 yi+l1
1 |2.718282 | 5.436564 | 5.436564 | 6.279231 | 6.367711 | 7.381116 | 3.353475
1.1|3.353475 | 7.377644 | 7.377644 | 8.561421 | 8.697555 | 10.135752 | 4.220664
1.214.220664 | 10.129593 | 10.129593 | 11.817858 | 12.028892 | 14.101237 | 5.419403
1.3]5.419403 | 14.090447 | 14.090447 | 16.534597 | 16.864557 | 19.6.8964 | 7.099155

Tabelul 9.15

Pasul 1
X Vi fi nablal nabla? | nabla3 nabla4 y5
1 [2.718282| 5.436564
1.1]3.353475| 7.377644 |1.941080
1.2 4.220664 | 10.129593 | 2.751949 | 0.810868
1.3 |5.419403 | 14.090447 | 3.960854 | 1.208905 | 0.398036
1.4]7.099155 {19.6.877634( 5.787188 | 1.826334 | 0.617429 | 0.219393 | 9.6.483177
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Pasul 2
x Vi fi nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y6
1.1 | 3.353475 | 7.377644
1.2 | 4220664 | 10.129593 |2.7519488
1.3 | 5.419403 | 14.090447 |3.9608537| 1.208905
1.4 | 7.099155 |19.6.877634 [5.7871879 | 1.826334 |0.6174293
1.5(9.6.483177| 28.449531 | 8.571897 | 2.784709 |0.9583748|0.3409455[12.92058
Pasul 3
X Vi fi nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y7
1.2 | 4220664 | 10.129593
1.3 5.419403 | 14.090447 | 3.9608537
1.4 7.099155 [19.6.877634| 5.7871879 | 1.826334
1.5(9.6.483177 | 28.449531 | 8.571897 |2.784709 | 0.9583748
1.6 | 12.920579 | 41.345854 | 12.896323 |4.324426 | 1.5397169 | 0.581342 | 17.95817
Pasul 4
X Vi fi nablal nabla2 nabla3 nabla4 v8
1.3 | 5.419403 | 14.090447
1.4 7.099155 [19.6.877634| 5.7871879
1.5(9.6.483177 | 28.449531 | 8.571897 |2.784709
1.6 | 12.920579 | 41.345854 | 12.896323 |4.324426 | 1.5397169
1.7 17.958171 | 61.057782 |19.6.711927( 6.815604 | 2.4911785 | 0.9514616 | 25.46012
Pasul §
X Vi fi nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y9
1.4 7.099155 [19.6.877634
1.5(9.6.483177 | 28.449531 | 8.571897
1.6 | 12.920579 | 41.345854 | 12.896323 |4.324426
1.7 17.958171 | 61.057782 |19.6.711927 6.815604 | 2.4911785
1.8 25460117 | 91.656422 | 30.598641 | 10.88671 [ 4.0711089 | 1.5799304 | 36.81705
Pasul 6
X Vi fi nablal nabla?2 nabla3 nabla4 y10
1.5]9.6.483177 | 28.449531
1.6 | 12.920579 | 41.345854 | 12.896323
1.7 17.958171 | 61.057782 |19.6.711927| 6.815604
1.8 25460117 | 91.656422 | 30.598641 | 10.88671 [ 4.0711089
1.9 | 36.817049 [139.6.90479| 48.248365 | 17.64972 | 6.7630111 | 2.6919022 | 54.30281
Tabelul 9.16
i xi yi i xi Vi
0 1 2.718282 | 5 1.5 9.6.487736
1 1.1 3.353485 6 1.6 12.935817
2 1.2 4.220696 | 7 1.7 17.993310
3 1.3 5.419481 8 1.8 25.533722
4 1.4 7.099327 | 9 1.9 36.966053
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| | | 10 2 [ 54.598150
- ‘Metoda Adams-BashforthI —e— Valori aproximative yi
—=&— Valorile exacte y=y(x)
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Fig. 9.11. Solutia exacta si aproximativa obtinuta prin metoda Adams-Bashforth

Se observa o foarte buna apropiere a rezultatelor obtinute prin aceasta
metoda cu rezultatele obtinute din solutia exacta a ecuatiei diferentiale.
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10. METODE NUMERICE PENTRU
CALCULUL DEPLASARILOR

10.1. Introducere

Una dintre metodele numerice moderne pentru calculul structurilor
mecanice static nedeterminate este metoda deplasarilor, care a condus ulterior la
aparitia metodei elementelor finite. Metoda deplasarilor este o aplicatie a calculului
matriceal pentru rezolvarea unui sistem mecanic format din elemente de tip bard,
avand ca necunoscute deplasarile si rotirile din nodurile elementelor sistemului.

In cadrul acestei metode se exprimi forfele nodale elementale
corespunzatoare fiecarui element in functie de deplasarile nodale corespunzitoare,
apoi se scriu ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale corespunzatoare fiecarui
nod. Ecuatiile matriceale forte—deplasari nodale elementale se scriu in dimensiunea
deplasarilor globale ale structurii si se insumeaza obtindndu-se ecuatia matriceala
globala forte exterioare—deplasari nodale. Astfel, pentru aplicarea acestei metode
se parcurg urmatoarele etape:

1. pentru fiecare element al structurii se scrie cate o relatie matriceald intre fortele
si deplasdrile nodale corespunzitoare:

e foe = i< (10.1)
unde: [K eJ este matricea de rigiditate a elementului e;
{ ¢ }, matricea coloana a deplasarilor nodale a elementului e;

{Fe}, matricea coloand a fortelor nodale a elementului e.
2. se exprima relatiile matriceale (10.1) in dimensiunea deplasarilor globale:
[kl = 1l (10.2)
3. se Insumeaza relatiile matriceale (10.2) si se scriu ecuatiile de echilibru ale

fortelor corespunzatoare fiecarui nod obtindndu-se o ecuatie matriceala globala
de forma:

[K]G{5}G = {P} (10.3)
unde: [K]g este matricea globala de rigiditate a structurii ;
{6} - matricea coloani globali a deplasirilor nodale a structurii;

{P} - matricea coloand a Incarcarilor exterioare (fortele direct
aplicate si de legatura)
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Matricea globala de rigiditate a structurii [K]g obtinuta este o matrice pétratica n
x n singulara (unde n este numarul total al deplasarilor nodurilor structurii).
Daca in matricea globale de rigiditate a structurii [K]g se elimind liniile
corespunzatoare fortelor de legiturd necunoscute, respectiv coloanele
corespunzatoare blocajelor sau deplasarilor impuse nodurilor, se obtine o
matrice patraticd nesingulara.

. se rezolva ecuatia matriceald obtinutd dupa operatia de ridicare a singularitatii

matricei globale de rigiditate a structurii [K]g

postprocesarea rezultatelor obtinute constd in determinarea reactiunilor,
eforturilor din bare, tensiunilor, deformatiilor, diagramelor de eforturi, etc.

Algoritmii metodei deplasarilor pentru patru tipuri de structuri mecanice

plane formate din bare drepte sunt prezentati in continuare.

10.2. Structura de tip bara dreapta cu sectiunea in
trepte, solicitata la intindere-compresiune

Se considera o bara dreapta articulata la capete formata din patru tronsoane

avand sectiunile: 44, 34, 24, A si lungimile corespunzatoare: a; I,5a ; 2a
respectiv 2,25a . Bara este solicitata axial de un sistem format din trei forte: P, 2P,
3P, cain figura 10.1. Sa se determine folosind metoda deplasarilor reactiunile din
legaturile 0, 4 si deplasarile nodurilor 1, 2 si 3.

H()

L,

@y ® u @ 4 O ) ®

P
3P 2P
Y > ———- S Gy Ry
« 9 plq Lia | 2a < 2,25a q
Fig.10.1

Algoritmul metodei deplasarilor

Se considera un element din bard avand sectiunea constanta 4°, lungimea
fiind delimitat de nodurile 7 si j (fig. 10.2) pentru care s-a notat:

> u; si u; deplasarile nodale corespunzatoare nodurilor i si j;
» F°siF° fortele nodale elementale corespunzatoare nodurilor 7 i ;.

Qs O P e Y

N;
__ - —b —f
ul L@ u/ Le
— —  »
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Se observa din figura 10.3 ca forta nodala F*,; corespunzatoare nodului j
coincide cu efortul axial N; , iar forta nodald F*,; corespunzatoare nodului i este
egala dar are sens opus cu efortul sectional axial »; :

Fy =N
F'y=-N;. (10.4)

Se exprimd deformatia elementului de bard AL; si fortele nodale

elementale F*,; si F*,; in functie de deplasarile nodale corespunzatoare u; si u; :

¢ N.L° e
ALi_j:uj—ui :N’—zj— :Ni:Niz—ﬂ(ui—u/)
EAe EA(’ y Le .
Ae
Fi=-N;=— (ui—uj) (10.5)

Relatia (10.5) dintre fortele si deplasarile nodale corespunzitoare se mai
scrie sub forma matriceald astfel:

; e[1 —1(u
Pl _ EA . (10.6)
Ff T -1 |y

Pentru a exemplifica modul in care se aplicd algoritmul metodei
deplasarilor n acest caz se considera aplicatia din figura 10.1 si se parcurg etapele
prezentate la paragraful 10.1.

Etapele algoritmului de calcul prin metoda deplasarilor sunt:

1. Se scriu relatiile matriceale dintre fortele si deplasarile nodale
corespunzdtoare, conform relatiei (10.6), pentru fiecare dintre cele patru tronsoane
(elemente) ale barei:

el . 1 -1
° tronsonul 0 — 1 (elementul e]): {ixO} _ E-44 |: :HUO}
U

l a |-1 1
F€2 _ l u]
e tronsonul 1 —2 (elementul e2): (10.7)
L5a I ||u,
F€23 —1(u,
e tronsonul 2 — 3 (elementul e3): ~ |
s

e tronsonul 3 —4 (elementul e4): { } — —1 1}{%}
a
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2. Se exprima relatiile matriceale dintre fortele si deplasarile nodale
corespunzdatoare pentru cele patru elemente in dimensiunea deplasarilor globale

{ug, uy, u, us, ugl'

> elementul el:

> elementul e2:

> elementul e3:

> elementul e4:

Fi
FY
0
0
0

0
F€2

x1
e2
Fx2

0
Fg

e4
Fx4

1 =100
E4A-1100
== 0 0 00

a

0 0 00

0 0 00

(0 0 0 0

0 1 -10
B3y

1,5a

0 0 0 0

0 0 0 0

[0 0 0 0
E2A0000
===210 0 -1

2a

00 -1 1

00 0 0

[0 0 0 0
EAoooo
=—210 0 0 0
225a

000 1

0 0 0 -1

S O O O O

© 0 oo o o o

S O O O O

Ug
U
Uy
us

Uy

U
U
Uy

us

Uy

Up
Uy
U
us

Uy

U
U
Uy
us

Uy

(10.8)

3. Se scriu ecuatiile de echilibru dintre fortele nodale elementale §i sarcinile
exterioare care actioneazd in fiecare nod . In figura 10.4 s-au reprezentat fortele
care actioneaza asupra nodurilor ca fiind egale si opuse cu fortele nodale

elementale .

¢ O—p—p
Fly H,

Nodul 0

——O0—> >
F3x3 F4x3 P

Nodul 3

— 00—
FIx] F2x1 3P

Nodul 1

Fig. 10.4

——0—>—>

F, FP, 2P
Nodul 2

4 —O—p—p
F, H

Nodul 4
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Conform reprezentarii din figura (10.4) se pot scrie pentru fiecare nod
urméatoarele ecuatii de echilibru al fortelor nodale si exerioare:

» pentru nodul 0:

4FEA
o —
a

» pentrunodul 1:

~F-Fi+3P=0 < 4E4 (g —uy)— 2E4 (uy —uy)=-3P (10.10)
a a

» pentru nodul 2:

CFL—Fh 42 =0 o 2EA 0 —u) - EA(u, —uy)= 2P (10.11)
a

a

» pentru nodul 3:

EA 4FEA
(”2 — Uz ) -

—FA—F3+P=0 o= > (s —uy)=—P  (10.12)

» pentru nodul 4:

4FEA

-FL+H, =0 < a(u3—u4):—H4 (10.13)

Primele expresii ale ecuatiilor (10.9) ... (10.13) se pot scrie sub forma
matriceala astfel:

Fyo H,
Fo +F¢ 3P
FE+F8 t=12P (10.14)
FS+Fg P

Fiyf H,

Relatia matriceald obtinuta (10.14) exprima echilibrul fortelor interioare
(fortele nodale elementale corespunzatoare fiecarui nod) si al celor exterioare
(direct aplicate sau de legatura) care actioneaza asupra fiecarui nod.

Ecuatiile (10.9)...(10.13) exprimate in functie de deplasarile nodale (a doua
expresie) se poate scrie matriceal astfel:

4 -4 0 0 0 | (uy] [H,

4 6 -2 0 0 ||| |3
EA
o 2 03 -1 0 |dut=12p (10.15)
“lo 0 -1 13/9 —4/9| |uy| | P

0 0 0 -4/9 4/9 | |u,| |H,

Ecuatia matriceald globald (10.15) se poate obtine direct prin insumarea
ecuatiilor matriceale (10.8) si tindnd seama si de relatia matriceala (10.14).
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4. Introducerea conditiilor la limita si rezolvarea ecuatiei matriceale globale.
In ecuatia matriceald (10.15) se introduc conditiile la limita:
up=uy =0 (10.16)
Eliminand liniile 1 §i 5 din ecuatia matriceald globald (10.15)
corespunzatoare reactiunilor necunoscute H, si H, respectiv coloanele 1 si 5 ale
matricei de rigiditate globala, corespunzitoare deplasarilor nule (10.16), rezulta
ecuatia matriceala:

-6 2 0 w) [-3P
L S T T N P ) Y (10.15)
“lo 1 -13/9| |us| |-P
Matricea de rigiditate globala este nesingulara si se poate inversa:
-6 2 0
kK]=-Z4 2 —3 (10.16)
“lo 1 -13/9]
10/3 26/9 2
[K]'=—— 1 26/9 26/3 6 (10.17)
128 EA

6 14

Inmultind ecuatia (10.15) cu matricea inversa [K]" se obtin deplasarilor
necunoscute:

u, o [10/3 26/9 2] (=3P
Uy b= ———126/9 26/3 6|-{-2P

128 EA
s 2 6 14| |-P

- (10.18)

u s 1,25
Uy :E—Z 225
Uy 2,25

5. Postprocesarea rezultatelor
Din ecuatiile ecuatiei matriceale globale (10.15) corespunzétoare liniilor 1
si 4 se determina reactiunile necunoscute:

H, 2%(4% —uy)=—5P;

P (10.19)
H4 =7(—§u3 +§u4j=—P

Se pot calcula eforturile axiale si tensiunile corespunzatoare fiecarui
tonson: (10.20)

N()_] :'H0:5P,' N]_ZZ'H()'j)P:ZP; N2_3 :'H0'5P:0,'N3_4:'H0'6P:'P,‘
oy =5P/44; o0,,=2P/34; o0,;,=0; o34 =—P/A
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10.3. Strtuctura plana formata din bare articulate,

solicitata la intindere-compresiune

Se considera sistemul static nedeterminat exterior, format din sapte bare de
sectiune constanta, articulate in noduri, legat de mediul fix 1n nodurile 1, 2 prin
articulatii i Tn nodul 3 printr-un reazem simplu, ca in figura 10.5. Bara este
actionata de doud forte in nodul 5: una orizontala P si una verticala 2P. Folosind
metoda deplasarilor sa se determine deplasarile nodurilor, eforturile din barele
sistemului si reactiunile din nodurile 1, 2 si 3.

O « @ . OF
% >

2P

Jo iy

Fig.10.5
Algoritmul metodei

Se considera elementul de tip bara articulatd la capete de sectiune constanta
A° si lungime L¢ delimitat de nodurile i si j la capete (fig. 10.6). Acest element preia
numai eforturi axiale (de intindere sau compresiune).

Asa cum s-a aratat la paragraful 10.1, se pot exprima fortele nodale
elementale n functie de deplasarile nodale pentru acest element. Intr-un sistem de

axe local legat de element (O,x coincide cu axa barei) relatiile (10.6) se scriu:

e L I R 72
Ful _E4 f’ (10.21)
chj -1 1 |u;

Daca se introduc deplasdrile nodurilor i si j dupa doud directii

perpendiculare in sistemul local de axe (dupa O,x respectiv O,y , fig. 10.6), notate

v, si fortele nodale elementale corespunzitoare Fy;, Fy;, Fy, Fy;

cu u;, v, u

VAR yir
atunci relatia (10.21) se scrie sub forma matriceala astfel:
F¢ 1 0 -1 0] (5
F¢ clo 0 0 0f |V
Pyi| _ B4 0 (10.22)
Fol -1 0 1 of|a
F¢ 0 0 0 0f |V

S
~
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O ' X
Fig.10.6

Intrucat elementul de bard suporti numai eforturi axiale, fortele elementale

perpendiculare pe axa barei Fyel-, 17;]- sunt nule. Relatia (10.22) se mai scrie sub

forma:
Fel=lge| 5 (10.23)
unde: [I? EJ este matricea de rigiditate a elementului e In coordonate locale;
{é_' e}, matricea coloand a deplasarilor nodale in coordonate locale;

{17 "}, matricea coloand a fortelor nodale in coordonate locale.

Deplasarile nodale corespunzatoare elementului in coordonate locale
u;,v;,u;,v; se pot exprima in functie de deplasarile nodale in coordonate globale

u; v;, u; v; si unghiul o dintre axele Ox si Ox, astfel:

U, =u,cosa+v;sina, u.=u,cosa+v;sina
b ’ b / (10.24)
V; =—u; sina +v;cosa; Vv, =-u;sina+v;cosa

Notand cosa =/, sina=m, relatiile (10.24) se scriu sub forma matriceala

astfel:
17,' / m 0 u;
v, - / 0 i
B 4V (10.25)
‘71‘ 0 0 —m g Vj
sau sub forma: {ge}: ] {56} (10.26)

unde [7] este matricea de transfer din sistemul local O,xy in sistemul global Oxy.
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Fortele nodale elementale din sistemul local }7;1?;}7;17; se exprima in

functie de forfele nodale elementale din sistemul global F Fy, Fy F,. (fig.10.7),
obtinandu-se:
Fy ¢t m 0 0] [FS
IR e S
F’; 0 0 —-m ¢ erl
Relatia (10.27) se mai scrie sub forma:
Fel=[r]- e} (10.28)

Fig.10.7

Din proprietatea matricei de transfer: [T]-[T] =[I] rezulti ci inversa
acestei matrice este transpusa ei. Tinand seama de relatiile (10.26) si (10.28),
relatia (10.23) se scrie:

[r]-{Fe = [&< ) [r]- e . (10.29)
Inmultind relatia (10.29) la stinga cu matricea [T]"' =[T] se obtine:
[} [r]- e j=[rY e [ Ir]- b . (10.30)
S-a obtinut asadar o relatie matriceala intre fortele nodale elementale
globale FéF;F;F;} si ddeplasarile nodale in coordonate globale u;, v; u, v;:

Fel=lre e (10.31)
in relatia (10.31) s-a notat cu IK eJ: [T] l]? eJ- [T] matricea de rigiditate a
elementului in coordonate globale :
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¢ —-m 0 O 1 0 -1 0 ¢ m 0 O
¢ ¢ 0 0 0 0 0 Of|- /0 0
ke ]2 ™ " (10.32)
rrlio 0o ¢ -m|i|-1 0 1 O 0O 0 /¢ m
0O 0 m ( 0O 0 0 O 0O 0 -m ¢

Efectuand calculele se obtine expresia matricei de rigiditate in coordonate
globale:

2 tm =0 —im
[Ke]_EAe m m®  —tm —m?
| =02 —tm >  Im

—tm -m® Im m

(10.32°)

2

Din expresia matricei de rigiditate a elementului in coordonate globale
(10.32°) se observa ca toate elementele situate pe diagonala principald sunt
pozitive, suma elementelor situate pe linii si pe coloane este nula si matricea este
simetrica In raport cu diagonala principala.

Pentru a exemplifica modul in care se aplica algoritmul metodei
deplasérilor in cazul sistemelor formate din bare articulate, se considera grinda cu
zabrele din figura 10.8 formata din sapte bare de sectiune constantd, articulate in
noduri, legatd de mediul fix In nodurile 1, 2 si 3 actionatd in nodul 5de doua forte:
una orizontalad P si una verticala 2P.

1. Se scriu relatiile matriceale dintre fortele nodale si deplasarile
corespunzatoare, conform relatiei (10.2.11), pentru fiecare dintre cele sapte
elemente ale grinzii cu zabrele.

In tabelul 10.2.1 este definit pentru fiecare element al grinzii cu zibrele din
figura 10.2.4: nodul isij, coordonatele nodurilor in sistemul de coordonate global
si cosinusurile directoare ale fiecarui element in raport cu acesta.

yA

%@ o2 O e7 ©) P»

2P

el
e3 e’ e6

§>O e4

Fig.10.8

v
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Tabelul 10.1
Element| Nodurile i-j| Coordonatele nodurilor in Oxy / . L°
i J Xi Vi Xj Vi (cosa) (sina)
el 1 2 0 a 0 0 -1
e 1 4 0 a a a 0 a
e3 2 4 0 0 a a ﬁ /2 J2/2 2a
e4 2 3 0 0 a 0 0 a
e’ 3 4 a 0 a a 1 a
e6 3 5 a 0 2a a J2/2 J2/2 J2a
e’ 4 5 a a 2a a 0 a

>

Tinand seama de expresia generald a matricei de rigiditate (10.327),
relatiile dintre fortele si deplasarile nodale pentru fiecare element se scriu astfel:

elementul el:

elementul e2:

elementul e3:

elementul e4:

elementul e5:

elementul e6:

F)Cell
Fyl
F)Cezl
F5
FE
FSf
R
F3
FS
FS
r
F3
FXe24
F5
F ;34
F
Fg
F
P
F
FE
F3
FY

e6

0 0 0 0
EA0 1 0 —1
“alo 0 0 o
0 -1 0 1
10 -1
EAl 0 0 0

Tal-1 0 1
0 0 0
11 -1
CEA[1 1 -
T oJ2al-1 -1 1
1o
(1 0 -1 0
EAlO0 0 0 0
Tal-1 0 1 of
00 0 0
0 0 0 O
EA0 1 0 —1
“alo 0 0 0
0 -1 0 1
11 -1
EAl1 1 -1

U
V2
usz

V3

Uz
V3
Us

Vs

(10.33)

(10.34)

(10.35)

(10.36)

(10.37)

(10.38)
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>

elementul e7:

e7
Fx4
e7
e7
FxS

e7
Fs

1 0 -1 0
EA|0 0 0 0
Tal-10 1 o

00 0 0

(10.39)

2. Se scriu ecuatiile matriceale pentru fiecare element (10.34) ... (10.39) din

dimensiunile sistemului local, in dimensiunea sistemul global:

>

>

>

elementul e!/:

elementul e2:

elementul e3:

Fi
Fyl
Fi
F

S O O O O O

EA

:2\/5a -

0 0
0 1
0 0
0 -1
(1 0
0 0
-1 0
0 0

0 0
0 -1
0 0
0
-1 0
0 0
1
0
1 -1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1 1
-1 -1 . 1 1

U
V1
Uj
V2
Us
V3
Uy
V4

Us

Vs

Uy
Vi
Uy
V2
us
V3
Uy
V4

Us

Vs

Uy
1
Uy

V2

A us

V3
Uy
Vy

Us

Vs

(10.40)

(10.41)

(10.42)
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» elementul e4:
0 I 1 [
0 e 2
FY 1 0 -10 Uy
F 00 0 0 v,
FS | _E4 -1 0 1 0 us (10.43)
Fil a 0 0 0 0 Vs '
0 Uy
0 Vy
0 us
0 L 1 Vs
» elementul e5:
0 i 1 (u
0 V1
0 Uy
0 e vy
FY _E4 00 0 0 | Jus (10.44)
F3l a 0 1 0 -1 vy '
FS 00 0 0 U,
Fi 0 -1 0 1 vy
0 us
0 L 1 Vs
» elementul e6:
0 [ 1 (u
0 Vi
0 L)
0 . . V)
FS| E4|. ... 1 1 =1 =1 Jus (10.45)
FSl 22a|- - - . 1 1 -1 1| |v '
0 u,
0 . s
F% -1 -1 .. 1 1] |us
F% -1 -1 .. 1 1] |v
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> elementul e7:

0 [ O 7
0 2
0 U,
0 2
0 I | R I L (10.46)
0 al. . . . . . . . . ]l
FY 0 -1 0f |uy
Fe S0 0 0 0f |y
FY .. ... =10 0| |us
FY ... ... 0 0 0 0f v

3. Se scriu ecuatiile de echilibru dintre fortele nodale elementale si sarcinile
exterioare care actioneaza asupra fiecarui nod (fig. 10.9) tindnd seama ca fortele
nodale care actioneaza asupra nodurilor au sensuri opuse cu fortele elementale care
actioneaza asupra elementelor.
Ay
A
V. e6 ed e5

I FrS E‘(3 Fx3

<
«

v

< <
<« <«

e6
Fy3 v *
F£’4
e2 3
Fyi l Nodul 1 M
F3 ' Nodul3
Ay
V> A y
Fel Fe3 Fe4
) 2o o FG F3 F3 F
Fel X .
i F% | Nodul 4
F 3
y F‘-’
A Nodul 2 v
Fyz v Ay Fyej
2P F86 Fe7
P { x5 x5 FyeZ 1
—_——
e6 X
Fys v
Fe7
»oy

Nodul 5 Fig. 10.9
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Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale si a fortelor exterioare
pentru fiecare nod se scriu astfel (fig.10.9):

> nodul 1:

> nodul 2:

> nodul 3:

> nodul 4:

> nodul 5:

el e2 _
Fa+Fy =H,

el e2 _
Fyl +Fy1 =V

el e3 ed _
Fo+F5 +F, =H,

el e3 e4 _
Foo+Fy +F, =V,

ed es e6 _
F3+F5; +F3 =0

e4 es e6 _
Fis +F5 +F5 =15

e2 e3 e5 el _
Fx4 +Fx4 +Fx4 +Fx4 -
FG+F3 +FG +F =0
FS+FY =P
FS+F =-2p

»5 »5

(10.47)

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)

Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale si a fortelor exterioare date

de relatiile (10.47) ... (10.51) se pot exprima sub forma matriceala astfel:

el e2
Fxl + Fxl
el e2
Fy1 + Fyl
el e3 e4
Fx2 + Fx2 + Fx2
el e3 e4
Foo+F, +F,
e3 e4 e5
Fx3 +Fx3 +Fx3
e3 e4 es
Fy3 + Fy3 + Fy3
FeZ +Fe3 +Fe5 +Fe7
x4 x4 x4 x4
e2 e3 es e7
Foy+F i +F, +Fy
e6 e7
FxS + FXS

e6 e7
Fy5 + Fy5

—2P

(10.52)

Prin insumarea membru cu membru a relatiilor matriceale (10.40) ...
(10.46) sc obtine in stanga matricea coloand din relatia (10.52) iar in dreapta
matricea de rigiditate globala a structurii inmultitd cu matricea deplasarilor globale.

Tinand seama de relatia (10.52) se obtine:
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(1 0 0 0 -1 0 ]
0 -1 . 0 0
11 1 1
0 14— — -1 0 — — . .
H, 22 22 22 A2 "
1 1 1 1
v 0 -1 — 1+— 0 0 — — . o
: 22 o2 A2 22 :
H 1 1 1 1| |
. | 0 I+— — 0 0 — —,
> W2 22 22 22| 2 10.53
0| E4 1 1 11| |uy|(10:53)
LA 0 0 — 1+— 0 -1 -— —1
| a 22 22 W2 22| |wn
1 1 1
0 10 — —— 0 0 24— 0 -1 0 ||u
0 22 22 22 v,
1 1 1
P 00 — —— 0 -1 — 0 0 0
22 22 22 B
2P RS I Lo
22 22 22 22
Ly, 11
i N2 A2 o2k 2]

Se observa din expresia matricei globale de rigiditate a structurii ca
termenii de pe diagonala principald sunt pozitivi, suma termenilor de pe linii sau
coloane este zero (matricea este singulard) si matricea este simetrica in raport cu
prima diagonala.

4. Se introduc conditiile la limita si se rezolva ecuatia matriceale globala obtinuta.
Daca in ecuatia matriceald (10.53) se introduc conditiile la limitd ale
problemei:
u;=v;= 1/l2:V2:V3:0 (1054)
si se elimina liniile 1, 2, 3, 4 si 6 corespunzitoare reactiunilor H;, V;, H,, V>, V;
precum si coloanele 1, 2, 3, 4 si 6 corespunzatoare deplasarilor nule (10.54), se
obtine urmatoarea ecuatie matriceald a deplasarilor:

Rezolvand acest sistem rezultd valorile deplasarilor necunoscute:

I 0 IR S O
242 W2 22
1 1 0
0 24— -1 0 us
2\5 2\5 Uy 0
1 ] Pa
0 — l4+— 0 0 =22) 011055
232 232 YTy ( )
1 1 1 us 1
- -1 0 lf— — 5
22 W2 22 | s -
L 0 0 B S O
22 22 242 ]
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uy =274
EA
ug =2378685%: v, = 06213272 (10.56)
EA EA

us = —5,37868%; Vs = —13,03554%;

5. Postprocesarea rezultatelor
Din ecuatiile corespunzatoare liniilor 1, 2, 3, 4 si 6 ale ecuatiei matriceale
globale (10.55) se determina reactiunile necunoscute:
EA
H, =—u,~==-237868P;  V,=0;
a

H, =|—u,———— =137868P; V, =| ————
? ( ’ 2\/5Ja ’ [ 202

s +v5jE—A=262132P-

V:[u3 -V
3 2\/5 4 2\/5 P

_HMatV Jﬂ =137868P; (10.57)
a

10.4. Structura plana formata din bare drepte

cu noduri rigide, solicitata de sarcini in planul ei
Se considerd un cadru plan format din bare drepte de sectiune constanta,
solicitat de un sistem plan de forte si cupluri concentrate cuprinse in planul lor.

Fara a particulariza problema, se considera exemplul din figura 10.10 care
consta dintr-o grinda de sectiune constanta de lungime 3L, incastratd la un capat si
rezematd pe doud reazeme punctuale rigide, incércatd la capat si Incarcata cu o
fortd concentrata 2P si trei cupluri concentrate 2PL, PL si respectiv 3PL Folosind
metoda deplasdrilor, si se determine reactiunile din incastrare si reazeme,
deplasarea liniara a nodului 4 si rotirile sectiunilor din nodurile 2, 3 si 4.

§= L L 7774
@ @ ®

y
A

Fig.10.10



244 Metode numerice in inginerie

Algoritmul metodei

Se considera un element de bara din acest cadru delimitat de nodurile i i j,
de lungime L, rigiditate la intindere EA°, rigiditate la incovoiere EI° i un sistem
local de axe de coordonate O,xy legat de element astfel incat O,x sd coincidad cu

axa barei, ca in figura 10.11.
3

- _
1 y ij‘
AN, »
i =
a
» ‘7/
TEANEEE
(L i ) — E =
ol u, ﬁ’
> Fig.10.11 '

Se noteaza cu iu;,v;, @, U, v;, ¢, deplasarile liniare si unghiulare ale
nodurilor i si j dupa cele trei directii ale sistemului local de axe O,y .

Se exprima deplasarile nodale din sistemul local u;, v;, @,;, U, v, @y in
functie de deplasarile nodale din sistemul global w;,v;, ¢.;, u;, v;, ¢,; si de unghiul

|2

a dintre axa sistemului local O,x si axa sistemului global Ox (fig.10.12):

u; =u;cosa+v;sina, u;=u;cosa+v;sina
v, =—u; sina +v; cosa; Vv, =—u;sina+v;cosa (10.58)
Pzi = Py (021 = (021

Fig.10.12



1. Metode numerice pentru calculul deplasarilor 245

Daca se noteazd cosa =/ si sina=m, relatiile (10.58) se scriu:

i, ¢ om0 0 0 0] [u
5| |-m ¢ 0 0 0 of |y
o 0 01 0 0 0| ¢
Pai| _ . 10.59
Lo 00 ¢ omo||w (10-59)
V) 0 0 0 -m ¢ 0] |V
7,0 Lo 00 0 0 1]|e
sau: 5°|=[r]-{5° (10.60)

unde s-a notat cu [7] matricea de transfer din sistemul global Oxy in
sistemul local de axe O,xy .

Din proprietatea matricei de transfer: [T]-[T] =[7] rezulti ci inversa
acestei matrice este transpusa ei.

Sarcinile nodale ale elementelor din sistemul local O, xy se exprimd in
acelasi mod 1n functie de sarcinile nodale ale elementelor din sistemul global Oxy
astfel:

Eil Te mo o o 0] |F

Eil |-m ¢ 0 0 o of [Fu

Mil 1o 01 0 o of M (10.61)
Fs ("o o0 ¢ moll|fy '
Fe 0 00 -m ¢ 0| |FS

e Lo 00 0 0 1] e

sau: {F°|=[r]-|F¢} (10.62)

Sarcinile nodale elementale locale F, Fy, M§, Fg, Fy, MY se pot exprima
in functie de deplasarile nodale corespunzatoare u;,v;, @, u;, v;, ¢,;, Sub

urmatoarea forma matriceala:

F¢l T# % % #® % 7 1(un
iy Ky Ky, Ky Ky Kis K| |
Fl g % % 7. k. & llv
2 Ky Ky Ky Ky Ky Ky | | Vi
M | Kz Kz Ky Ky Kis Kye| |9 10.63
po e B Ko Ka K B Kol [0 (.
_XJ Ky Kgp Ky Kiyy Kys Ky _f
ij’ Ksi Ksy Ks3 K5y Kss Ksg Vi
MZEI | Ke1 Kgy Kg3 Ko Kgs Keo | (94

sau:  {Fel=|K| 5] (10.64)



246 Metode numerice in inginerie

unde: [1? eJ este matricea de rigiditate a elementului e in coordonate locale;
{5 e} - matricea coloana a deplasarilor nodale in coordonate locale;

{17 e} - matricea coloand a fortelor nodale in coordonate locale.

Elementele matricei de rigiditate a elementului e in coordonate locale I?ij

sunt egale cu sarcinile nodale elementale corespunzatoare unor deplasdri nodale
unitare. Pentru determinarea elementelor matricei de rigiditate situate pe o coloana
se considerd pe rand cate una dintre deplasari egald cu unitatea si toate celelalte
deplasari nule.

1. Deplasarea liniara u; =1 (fig. 10.13)

y
; A
- VR
" @
Fig.10.13
Se scriu urmatoarele ecuatii de ehilibru si deformatii:
> ecuatii de echilibru: Fi+F5=0 (10.65)
» ecuatii de deformatii: u; = u; = (10.66)
— —. EA°(_ _ EA°¢
=K =F;= Iz (”i —U; )= Iz
— EA® (_ EA°¢
= Ky =FS == (i, -, )= (10.67)
Y Le Le
= Ky = K3 =Ks5, =K =0
Fy
x

@) Fig.10.14 M5 ()
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Se scriu urmatoarele ecuatii de ehilibru si deformatii:
y . Fi+Fj=0
» ecuatii de echilibru: o
M&+M5-F5-L=0
» ecuatii de deformatii: vi=L v, =0, ¢,=0,=0
ER, =ER, +Elp ,L-M4L* /2+F5L’ /6=0
Elp; =Elp, -~ M L+F3L* /2=0

= Ky =M =6EI/[*; =Ky, =F}=12EI/I
=K, :]\7;. =6EI/L*; =K, :fyj =_12EI/I?

=K, =Kyp=0

3. Deplasarea unghiulara ¢,; =1 (fig. 10.15)

4y

gozi = 1 Fe

A

yi
A

=1

(10.68)

(10.69)

(10.70)

(10.71)

" D w;
Fig.10.15

Se scriu urmatoarele ecuatii de ehilibru si deformatii:

» ecuatii de echilibru:

» ecuatii de deformatii: ¢,

Il
—_
|

Il
<l

Il
L

S

Q

I

(e}

ER; =ER, +Elp L-M4L /2+FSL /6=0

Elp, =Elp, -~ M L+F5L* /2=0
=Ky =M =4El/L; =K,3=Fy;=6El/L’

= Kgu =M =2ElI/L; =Ky, =Fy; =—6EI/ I’

=K;3=K;3=0

v

(10.72)

(10.73)

(10.74)
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4. Deplasarea liniara u; =1 (fig. 10.16)

y i =1
I =
F Fe %
B ok
@ Fig.10.16
Se scriu urmatoarele ecuatii de ehilibru si deformatii:
> ecuatii de echilibru:  F§+Fg =0 (10.75)
> ecuatii de deformatii: #; =0; u; =1 (10.76)
— ., EA°[ _ EA
=>Ky=F;= Iz (“i —u; ):_L_
—,  EA°( _\ EA
=Ky =Fj=-"" (,—uj):T (10.77)
= Ky =Ky —E54 =Kg =0
5.Deplasarea liniara v, =1 (fig. 10.17)
17
— x
M5
Fig.10.17
Se scriu urmatoarele ecuatii de ehilibru si deformatii:
, . Fi+Fy;=0
» ecuatii de echilibru: o (10.78)
M4 +MS-FiL=0
» ecuatii de deformatii: v, =0; v, =1, ¢, =90, =0 (10.79)
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ER, = ER, + Elp L-M4L* /2+F5L’ /6= EI
Elp, =Elp,,~MSL+F3L* /2=0
:>K35— M$=-6EI/L*; = K,s=Fg=-12E1/ (10.80)
= Kes=M§=—6EI/I’; = Kss=F; =12E/I’
= K15 = K45 =0
6.Deplasarea unghiulara ¢_; =1 (fig. 10.18)
f »
Fig.10.18
Se scriu urmatoarele ecuatii de ehilibru si deformatii:
) . Fi+F;=0
» ecuatii de echilibru: - (10.81)
M§G+MG—-FiL=0
> ecuatii de deformatii: ¢, =1; v,=v, =0, ¢, = (10.82)
ER; =EN, +Elp_ L-M4L* /2+Fi;L* /6=0
Elp, =Elp, —-MSL+F3L* /2= EI
= Ky =M{ =2EI/L*; = Ky =F{=6EI/L’ (10.83)
= Keo=M$=4EI/I*; = Ksg=Ff=-6EI/L’;
= K5 = K46 =0
Matricea de rigiditate a elementului e este de forma:
L L
o 1f B _pEL E
I 2 r2
0 6E—2I 4B —6E—21 2 EL
zel|_ L L L L
[ 4 e (10.84)
-== 0 0 == 0 0
L L
0 —12E—31 —6E—21 0 12E—31 —6E—21
L L L L
o GH GH o B
L L L L L |
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Daci se noteazd EAL’/EI = o atunci relatia matriceal (10.63) se scrie sub
forma omogena:

i\; _a 0 0 - 0 01 LZ/L
B 0 12 6 0 -12 6| |v/L
MZ/Ll grlo 6 4 0 -6 2| @,
Fi [TZla 0 0 a 0 ey (1089)
F 0 -12 -6 0 12 -6 V/L
/L 0 6 2 0 -6 4|9

In cazul grinzii continue din figura 10.10, bara fiind supusid numai la
forfecare si incovoiere, relatia matriceald (10.85) a elementului se scrie:
FS 12 6 -12 6] (v/L
MS/L| EIl 6 4 -6 2 P
Fe [T 2|-12 =6 12 —6||7;/L
M /L 6 2 -6 4| o

(10.86)

Din expresia matricei de rigiditate a elementului in coordonate locale din
relatia (10.85) se observa cd toate elementele situate pe diagonala principald sunt
pozitive, suma elementelor situate pe linii si pe coloane este nuld si matricea este
simetrica 1n raport cu diagonala principala.

Pentru a exemplifica modul in care se aplici algoritmul metodei
deplasdrilor in acest caz pentru aplicatia din figura 10.10 si se parcurg etapele
prezentate mai sus.

1. Se scriu relatiile matriceale dintre fortele nodale s§i deplasarile
corespunzatoare, conform relatiei (10.86), pentru fiecare dintre element al grinzii.

Se descompune bara in trei elemente avand aceeasi lungime (L) si rigiditate
la incovoiere (E/) ca in figura 10.19 si se scriu ecuatiile matriceale corespunzitoare
fiecarui element, folosind relatia (10.86) acestea fiind supuse numai la forfecare si
incovoiere:

» clementul el:
Fyl 12 6 -12 6] (vn/L
MY/L|_EIl 6 4 -6 2| ¢,
Fo | L]-12 -6 12 -6/ |n/L
M /L 6 2 -6 4] ¢,

(10.87)



1. Metode numerice pentru calculul deplasarilor

251
» elementul e2:
FS 12 6 -12 6] (v,/L
e2 6 4 -6 2
Mzzz/L :E_f A P2 (10.88)
F5 2|-12 -6 12 -6]| |v/L
MZ/L 6 2 -6 4] [9¢s
> elementul e3:
F3 12 6 -12 6] (n/L
23 6 4 -6 2
M b ves (10.89)
F3 2-12 -6 12 6| |v,/L
MG /L 6 2 -6 4 ?.4
y
M, 2PL PL 2P
N Y }
S A
VI d L LAVZ L 4V3 L LJ3PL
a.
1 L 1 A F‘2 2 4 2
M}, 1o M, Fno M? v2 Mz g%
©c . @ o ., 0
A 3 S 3
M s M, Fyq
/ e3 f‘)
J L

d @

Fig.10.19
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2. Se scriu ecuatiile matriceale pentru fiecare element (10.2.14) ...

(10.2.19) in dimensiunea deplasarilor din sistemul global:
/L, @1, vo/L, 92, v3/L, 03 vi/L, 94}
Ecuatiile matriceale (10.87) ... (10.89) se scriu astfel:

> elementul e/:

Fy (12 6
M4 /L -6 4
Fyﬂ -12 -6
MS/L|_EIl 6 2
0o [ P

0

0

0 L

» elementul e2:
0
0 S
F N )

M&/L| EIl. . -6
Fg 2. . 12

ME /L .. 6
0
0

» elementul e3:
0
0
0 .
0 EIl.
Fq [T 2|
M /L
F3

M&G/L

3. Se scriu ecuatiile de echilibru dintre fortele nodale elementale si sarcinile
exterioare care actioneaza asupra fiecarui nod . Se tine seama ca fortele/cuplurile
nodale elementale care actioneaza asupra elementelor si fortele/cuplurile care

-12 6
-6 2
12 -6
-6 4
-6 -12 6
4 -6 2
-6 12 -6
2 -6 4
12 -6 -12
-6 4 -6
~12 -6 12
6 2 -6

‘ vy/L

. vy /L

v, /L

4]
v, /L

%)

%]
vy/L

Py

v /L

D
vy, /L

%)

%]
V4 /L

Py

v, /L

2]
vy, /L

%

. vy3/L

%]
V4 /L

Py

(10.90)

(10.91)

(10.92)

(10.93)

actioneazd asupra nodurilor au sensuri opuse. Rezultd urmatoarele ecuatii de
echilibru pentru fiecare din cele patru noduri (fig.10.20):
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~FL+v,=0
> nodul 1: y (10.94)
_M;l -M,=0
—FL,—F%+V,=0
> nodul 2: y2 Sy T2 (10.95)
~MY-MZ -2PL=0
—F%5-F%5+V;=0
> nodul 3: SRR (10.96)
~MZ%Z-M25-PL=0
~F} -2P=0
> nodul 4: ! (10.97)
~M2, +3PL=0
y
|
M, .
Vi
Nodul 1

Nodul 4

Fig. 10.20

Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale si a fortelor exterioare
date de relatiile (10.94) ... (10.97) se pot exprima sub forma matriceala astfel:

F;ll Vl
M4 /L -M,/L

Fh+Fg v,

el e2 —-2P

M5 /£+M:32 /L] _ (10.98)

Fy3 +Fy3 V3
MZ/L+MS /L -P

F;j -2P

Mg /L p
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Prin insumarea membru cu membru a relatiilor matriceale (10.91)...
(10.93) se obtine in stdnga matricea coloana data de relatia (10.98) iar in dreapta
matricea de rigiditate globala a structurii :

4 (12 6 -12 6 . . . ] (vw/L
-M,/L -6 4 -6 2 . . . . @
v, -12 -6 24 0 -12 6 vy /L
-2P | _EI[6 2 0 8 -6 2 . .||¢ (10.99)
4 2. . -12 -6 24 0 -12 6| |v/L
-P .. 6 2 0 8 -6 2 3
-2P L =12 =6 12 =6 v /L
3p ... .6 2 -6 4| o

Se observa din relatia (10.99) ca matricea globala de rigiditate a structurii
este simetricd in raport cu diagonala principald, are termenii de pe diagonala
principala pozitivi si suma termenilor de pe linii sau coloane este zero (matricea
este singulard) .

4. Se introduc conditiile la limita si se rezolva ecuatiei matriceale obtinuta
a carei matrice este nesingulara. Conditiile la limita sunt:
vi/L =0; ¢;=0; vy/L =0, vy/L =0 (10.100)
si se elimind din ecuatia matriceald (10.99) liniile 1, 2, 3 si 5 corespunzatoare

reactiunilor V;, M,;, V, V; precum si coloanele 1, 2, 3 si 5 corespunzitoare
deplasarilor nule (10.100), se obtine urmatoarea ecuatie matriceala:

g8 2 0 0] o —2p

2 8 -6 2 .y
£ NI (10.101)
0 -6 12 —6| |vs/L| |-2P

02 -6 4| o 3P

Se calculeazd inversa matricei patratice din relatia matriceald (10.101):
/7 -1/14 -1/14 -1/14
[A],I_L2 -1/14 2/7  2/7  2/7

= (10.102)
EI\-1/14 2/7 13/21 11/14
~-1/14  2/7 11/14  9/7
Inmultind relatia matriceald (10.101) cu [4]", se obtine:
) 1/7 -1/14 -1/14 —-1/14] (-2
2l-1/14 2/7  2/7  2/7 | |-1
3L PE (10.103)

v /L~ EI|-1/14 2/7 13/21 11/14] |-
s ~1/14 2/7 11/14 9/7 | |3
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Se obtin expresiile deplasarilor liniare si unghiulare necunoscute:

2P? PI? 41pL° 15PL?
=— oy = v = P : 10.104
2= BT e T e T E ( )

5. Postprocesarea rezultatelor

Ecuatiile corespunzatoare liniilor 1, 2, 3 si 5 ale ecuatiei matriceale globale
(10.99) se scriu astfel:

6 0 0 0][ o v,
2 0 0 O -M,/L
Er DICI TR (10.105)
210 6 0 0fv/L v,
6 0 -12 6| | o, v,

Introducéand valorile deplasarilor calculate (10.104) in ecuatia matriceala
(10.99) se obtin expresiile reactiunilor:

v, = —%P ——1,714P; M, = gPL =0,571PL;

v, :%P —0857P; (10.106)

v, = %P =2857P;

10.5. Structura plana formata din bare cu noduri
rigide, solicitata de sarcini perpendiculare pe planul ei

Se considerda un cadru plan static nedeterminat format din bare drepte de
sectiune circulara, solicitat de un sistem de forte si cupluri perpendiculare pe planul
sau. Cadrul este format dintr-o bara dreapta incastrata la capete, avand la mijloc un
reazem punctual rigid si este ncarcat cu o forta si trei cupluri ca 1n figura 10.21. Se
cunosc L, P, E, G=E/2, d. Folosind metoda deplasarilor sa se determine deplasarile
liniare si unghiulare in punctele de aplicatie ale fortei si cuplurilor precum si
reactiunile din incastrare si reazem.

A

4
Y L j L

@ SPf sii\@ ©)

L

2PL

4P
4PL \_@ Fig.10.21

v
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Algoritmul metodei

Se considerd un element de bara al acestui cadru, delimitat de nodurile 7 si
J» avand lungimea L°, rigiditatile la rasucire GI, si la incovoiere EI constante (fig.

10.22). Se exprimd sub forma matriceald relatia dintre sarcinile nodale elementale
Mg, MS, Fy, Mg, MS Fy si deplasarile corespunzatoare nodurilor i si j (liniare

xi’ yir zj

si unghiulare) 9., 9.,.v;, 9, ¢.;,v;, din sistemului local de axe O,xyz astfel:

Aﬁﬁi K11 K12 K13 K14 K15 K16 axi
Afzel Ky Ky Ky Ky Ky Ky | |Pai
Fy Ky Ky Ky Ky Kis Kie | |V

Dul_Ba Ke By Ky Bas Kol 1T (10.107)
Aﬁxj 1541 1542 1543 1544 1545 1546 Py
Ai[; 1551 1552 1553 1554 1555 1556 Pz
Fy| |[Ka Ko Keg Kg Ko Keg| [V
(@) X
‘o .
M Fig.10.22
z
Relatia (10.107) se mai scrie: {]76}: [I?CJ~ {56} (10.108)

Sarcinile nodale din sistemul local M€, M¢, fyf M 0> M o 17; se scriu in

functie de sarcinile nodale din sistemul global si de unghiul « dintre axele celor
doud axe O;x si Ox, cu ajutorul relatiilor:

M ;=M cosa—M_ sina; M, =M, cosa—M_sina
M, =M ;sina+M_,cosa; M, =M, sina+M ;cosa (10.109)
F =y Fy=Fy

Se noteazad cosa =¢; sina =m si relatiile (10.109) se scriu matriceal astfel:
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M, £ -m 0 0 0 0] [My
M, |m ¢ 0 0 0 0 |M,
Ful_ [0 0 1.0 0 0 ]F, (10.110)
M, 0 0 0 ¢ -m Of |M, ’
Myl |0 0 0m ¢ 0f|M,;
Fy| [0 0 00 0 1]|F,

saw:  {Fe|=[T]-{F}. (10.111)

Deplasarile nodale din sistemul local Oxyz se exprima sub forma in functie
de deplasarile nodale ale elementului din sistemul global Oxy astfel:

Pl [ -m 0 0 0 0] [p,
azi m 14 0 0 0 0 Pzi
vl o o 10 0o offy 10.112)
50 10 0 0 ¢ —m 0] o, '
2, |0 0 0m ¢ 0o,
v, [0 0 00 0 1]]|v
sau: {5 |=[r]-}5¢}. (10.113)

Inlocuind relatiile (10.111) si (10.113) in expresia (10.108) se obtine:
[r]-{Fe = |k} Ir)- o} (10.114)
Inmultind la stanga relatia (10.114) cu matricea[T|! =[] se obtine:
[} e e L e
unde:  [k¢]=[r]"[€<] 7] (10.115)
este matricea de rigiditate a elementului in coordonate globale.

Elementele X;; ale matricei de rigiditate a elementului in coordonate locale

reprezintd sarcinile nodale corespunzidtoare unor deplasari unitare. Pentru
determinarea lor se considerd pe rand cate una dintre cele sase deplasari nodale
egald cu unitatea (celelalte fiind considerate nule) si se calculeaza sarcinile nodale
corespunzatoare.

1. Deplasarea unghiulara ¢,; =1 (fig. 10.23)

}_/ axi =1

—— >(|') > >

Mji Me. X

@ Fig. 10.23 @ Xj
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> ecuatiile de echilibru: Mg+Mg =0 (10.116)
» ecuatiile de deformatii: ¢ =Lg,;=0 (10.117)
_ — GI ° GI °
_ e _ P |+ — _ P .
=K =M= Iz (‘pxi_(pxj )_ e’
_ 6L GI ¢
=Ky =Mg=——= (wx,» ~Py; )=— Lf (10.118)

31?21 :E31:E51 :I?61:0

2. Deplasarea unghiulara o, =1 (fig. 10.24)
tr

Dz = 1 [_7;1 —
A Vv

=|

/\

%0 i O
Z

Fig. 10.24

» ecuatiile de echilibru: { nEY T (10.119)

» ecuatiile de deformatii: =1 v,=v,=0, 9,=0 (10.120)
ER; =ER, +EIp L -M4L* /2+F 5L’ /6=0
{EI@, =Elp,, -MSL+F5L* /2=0
=Ky, =M =4EI/L ; =Ky, =F; =6EI/ I’ (10.121)
= K5, =M$=2EI/L; = K¢ =Fy =—6El/L*;
3[?12 :1?42:0

4. Deplasarea liniara v, =1 (fig. 10.25)

.. . Fi+F5=0
» ecuatiile de echilibru: I (10.122)
M; +Mzej Fyel L=0

» ecuatiile de deformatii: V=1 v, =0, 9,=0,=0 (10.123)
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Vi 5
Fig.10.25
ER, = ER, + EIp, L -M4L* / 2+ F 5L’ /6=0
Elp,; =Elp,, -MSL+F5L* /2=0
= Ky =M$ =6EI/[*; = Ky, =F¢ =12E1/ 1’ (10.124)

=Ky =M =6El/L*; = K¢ =Fy =—12EI/L;
:>I?13 :[?43:0

4. Deplasarea unghiulara ¢,; =1 (fig. 10.26)

M
Fig. 10.26
> ecuatiile de echilibru: Mg +Mg =0 (10.126)
» ecuatiile de deformatii: ?.:=0, ¢, =1 (10.127)
—_  _, GILS GI ¢
_ e _ P (= - _ P .
:>K14_Mxi_ ¢ (¢xi_¢xj)__ ¢ ’
_ — Gl ° GI ¢
= R =iy = (g, 7, )= (10.128)

:1?24:[?34:1?5421?64:0
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S. Deplasarea unghiulara ¢ =1 (fig. 10.27)

. . Fi+Fg=0
» ecuatiile de echilibru: T (10.129)
M&+MS—~FSL=0
» ecuatiile de deformatii: ¢ =L v;=v; =0, 9,=0 (10.130)

v

Fig. 10.27

ER, = ER, +Elp L -M L’ /2+F 5L /6=0

1

— = (10.131)
Elp; =Elp,, -~ M L+F3I* /2= EI

= K,s =M =2EI/L ; Kys=F);=6El/L’
Kss=M$ =4El/L ; K¢ =F) =—6EI/L* (10.132)
1?15 :1?45:0

6. Deplasarea liniara v; =1 (fig. 10.28)

A
y

> ecuatiile de echilibru: noy (10.133)

» ecuatiile de deformatii: v =0, v, =1 9,=0,=0 (10.134)
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ER; = EN, + ElgL-MSL1* /2+F L’ / 6= EI

_ (10.135)
Elg,; = Elp, —M;L+F;.L2 /2=0
= Ko = M =~6EI/ I?; = Ksg = F& =—12EI/ I}
31?56 =]\7;-=—6E]/L2; :1?66:}?;‘ :12E[/L3,- (10136)

31?16:]?46:0

Matricea de rigiditate a elementului in coordonate locale se scrie:

GI GI
—L£ 0 0 —T" 0 0
0 2 EL 6E—21 0 ) EL —6E—2I
L L L L
0 6E—f 12E—f 0 6E—2I —12E—f
e L L L L
&)=l o1 (10.137)
-——£2 0 0 L 0 0
L 3
0 2 EL 6E—21 0 1 EL —6E—2I
L L L L
0 —6% —12% 0 —6% 12%

Din expresia matricei de rigiditate a elementului in coordonate globale
(10.137) se observd ca toate elementele situate pe diagonala principalda sunt
pozitive si matricea este simetrica 1n raport cu diagonala principala.

Pentru a obtine o formd omogena a relatiei matriceale (10.137) se noteaza

Gl, /EI=a, obtinandu-se urmatoarea relatie matriceald intre fortele/cuplurile si
deplasarile/ rotirile corespunzatoare:

M, /L 0 0 -a 0 0]/ @y

M, /L 0 4 6 0 2 -6|| o,

F, 0 6 12 0 6 -12||v,/L

e LB A 10.138)
M /Ll [2l-a 0 0 a 0 0 Py

/L 0 2 6 0 12 -6 P,

F, |0 -6 —-12 0 -6 12 ] |v,/L

Pentru a exemplifica modul in care se aplicd algoritmul metodei
deplasdrilor in acest caz pentru aplicatia din figura 10.21 si se parcurg etapele
prezentate la inceputul capitolului.
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1. Se scriu relatiile matriceale dintre fortele nodale si deplasarile
corespunzatoare, conform relatiei (10.138), pentru fiecare dintre element al
grinzii. Se descompune bara in trei elemente de aceeasi lungime (L) si rigiditate la
incovoiere (£]) si rasucire (GI,) ca in figura 10.29 si se scriu ecuatiile matriceale
corespunzatoare pentru fiecare element.

®

N
|

Z .@

x

v
Fig.10.29

Pentru elementele e/ si e2 relatiile matriceale intre fortele si deplasarile
nodale au aceeasi formd in coordonatele globale, intrucat coordonatele locale
coincid cu cele globale. Aceste relatii se scriu:

M, /L 1 0 0 -1 0 07/( ¢
M., /L 4 6 0 2 —6|| ou
F 6 12 0 6 —121| |v,/L
» el: | L_EL A (10.139)
Mo/L{TZ=1 0 0 1 0 0]l ¢o
M., /L 0 2 6 0 12 6| ¢
F, 0 6 -12 0 -6 12 |v,/L
M, /L i 0 0 -1 0 0]/ e
M., /L 4 6 0 2 -6 o
F 6 120 6 —12||v,/L
> o2 v B A (10.140)
Mu/L["22-1 0 0 1 0 0] ¢
M. /L 0 2 6 0 12 —6|| 04
Fys [0 -6 —12 0 -6 12 |vs/L
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Pentru elementul e3 sistemul de coordonate locale este rotit cu unghiul
a=270" (sau a= -90") fatd de sistemul global; relatia matriceald in coordonate
locale pentru elementul e3 se scrie:

M, /L 0 0 -1 0 01]/[ o0
M, /L 0 4 6 0 2 -6 ?.)

F, 0 6 12 0 6 -12| |v,/L

e LT 427U (10.141)
M,/Ll [2]-1 0 0 1 0 0 P4

/L 0 2 6 0 12 -6|| @4

F, |0 -6 —12 0 -6 12| (V,4/L

Tinand seama ci sistemul de axe local este rotit cu unghiul @=270" fati de
sistemul global, matricea de transfer [T'] se scrie tinind seama de valorile
cosinugilor directori: £=0, m=-1.

Relatia matriceala intre fortele si deplasarile nodale pentru elementul e3
scrisd In coordonate globale conform relatiei (10.115) este:

M, /L 4 0 -6 2 0 6 o
M, /L 0 1 0 0 -1 0 -
F -6 0 12 -6 0 —12| |v,,/L
v | _E A2 (10.142)
My/L[ 22 0 -6 4 0 6 D4
M. /L 0 -1 0 0 1 P-4
F, 6 0 -12 6 0 12 Vs /L

2. Se scriu ecuatiile matriceale pentru fiecare element in dimensiunea deplasarilor
globale {1, 0.1, Vi/L, 02, 022, VI/L, @3, @23, v3i/L }':
» pentru elementul e/:

M, /L 0 0 -1 0 0 Pu
M, /L 0 4 6 0 2 -6 ...... o
F, 0 6 12 0 6 -12 ... .. .||v/L
M, /L 10 0 1 0 0 ......| o
M_, /L 0 2 6 0 12 =6 .. .. .. ¢
Fyz =ﬂ 0O -6 -12 0 -6 12 . . . . . . Vyz/L (10.143)
My/L) 2. . . . e S
M. /L N
Fi3 ) ) ) ) ) v/ L
M, /L N |
M., /L T
Fiy | : vy4/L
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» pentru elementul e2:

M, /L e . . R
M_ /L s ea
Fyl . . vyl/L
M, /L 0 0 -1 0 0 P2
M, /L ) 0 4 6 0 2 -6 (2]
F,, _EI. 0 6 12 0 6 -12 vy /L (10.144)
M /L[ 2 -1 0 0 1 0 0 .. .|| o
M, /L .o 2 6 0 12 -6 . . .|| @3
F .. 0 =6 -12 0 -6 12 . . .||vs/L
M., /L o ) ) . . A | A
M., /L O |
Fy4 i | vy4/L

» pentru elementul e3:

M, /L T |
M, /L e . . . . . @
F, e ) . ) . - v /L
M., /L e . . . . . (%)
M., /L e . . . 2%)
F, _EIlL oo | /L (10.145)
Mg/L[" 2. .. ... 4 0 -6 2 0 6| o
M /L ... 0 1 0 -1 0 || o3
Fy ... .. =6 0 12 -6 0 —12|[v5/L
M, /L 2 0 -6 0 P
M., /L ... 0 -1 0 0 1 P-4
Fy4 ... =6 0 -12 6 0 12|[va/L

3. Se scriu ecuatiile de echilibru dintre fortele nodale elementale si sarcinile
exterioare care actioneaza asupra fiecarui nod .

Ecuatiile de echilibru pentru fiecare din cele patru noduri se scriu tinand
seama cd reactiunile necunoscute au sensul axelor de coordonate corespunzatoare
iar sarcinile nodale elementale ce actioneaza asupra nodurilor au sens opus axelor
de coordonate (fig. 10.30).
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X

e2
£y Nodul 3

e3
Mx4

2PL

4PL

e3
Fuy

Fy5 Nodul 2 Nodul 4

Fig.10.30

M, =0 =M=1L

> pentrunodul I: {>M_=0 =M =N, (10.146)
YF,=0 =F5=V

SM,=0 =>MH+MS+MS =-3PL

> pentrunodul 2: {>M.=0 =MIG+MG+M5 =0 (10.147)
YF,=0 = FH+F3+F5=V,

M, =0 =>MEG =L,

> pentrunodul 3: {3 M. =0 =M =N, (10.148)
YF,=0 =F3=V

>M,=0 =M =2PL
> pentrunodul 4: {>'M.=0 =M =4PL (10.149)

3
D F,=0 =Fj=-4P
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Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale si a fortelor exterioare
date de relatiile (10.146) ... (10.149) se pot scrie sub forma matriceald astfel:

M4 /L L/L
M4 /L N,/L
Fi 4
Mj‘z/L+M§§y/L+M§§/L -3P
MG /L+MS/ L+ MG /L 0
F2 +F;22 +F 1 (10.150)
MG /L Ly/L
MG /L Ny/L
F3 vy
M4 /L 2P
MS /L 4p
F3 -4pP

Prin nsumarea membru cu membru a relatiilor matriceale (10.143) ...
(10.145) se obtine in stinga matricea coloana din relatia (10.150) iar in dreapta
matricea de rigiditate globala a structurii

Tinand seama de relatia (10.150) se obtine:

1 0 0 -1 0 0 . . . . . Jles) (L/L
04 6 02 =6 . . . . . lle | |IM/L
06 12 0 6 —-12 . . . . . llwiIl |»n
10 0 6 0 -6-10 0 2 0 6|0, -3P
02 6 017 0 0 2 -6 0 -1 0||q, 0
%1 0 -6 -12 -6 0 36 0 6 -12 -6 0 —12| |n/L|_| 7 (10.151)
2. . . 10 0 1.0 0 . . .lles| |L/L
02 6 0 4 =6 . . .|los| |N/L
0 -6 -12 0 =6 -12 . . . ||w/Ll | %
2 0 -6 . . . 4 0 6|, 2P
0 -1 0 . . . 01 0||o, 4P
I 6 0 -12 . . . 6 0 12]|y/L] |-4P

4. Se introduc conditiilor la limita si se rezolva ecuatia matriceala
Daca in ecuatia matriceald (10.151) se introduc conditiile la limita:
P =01 =03=03=0,v,=v,=v3=0, (10.152)
si se extrag liniile 1, 2, 3 6, 7, 8 si 9 corespunzitoare reactiunilor necunocute,

respectiv coloanele 1, 2, 3 6, 7, 8 si 9 corespunzitoare deplasarilor nule, se obtine o
ecuatie matriceala avand ca necunoscute deplasarile nodurilor 2 si 4:
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6 0 2 0 6] (e, -3P

£ 017 0 -1 0 (%) 0
0 -10 0| | ¢4 ar
6 0 6 0 12] |vy/L —-4p

avand solutiile:
0 _3PL* 0 1P
7 E5 S ——
2 EI 4 EI (10.154)

_ue? o _vpr o B3P

T T M T e E

5. Postprocesarea rezultatelor

Ecuatiile corespunzitoare liniilor 1, 2, 3 6, 7, 8 s1 9 din ecuatia matriceala

globale (10.151) se scriu sub forma matriceala astfel:

-1 0 0 0 0 L/L
0 2 0 0 0 ¢, N, /L
o 0 6 0 0 0] ¢., 4
L—2—6 0 -6 0 1204 @4 (=1 Vs
-1 0 0 0 0| o, Ly/L
0 2 0 0 0 |v/L|] |Ny/L
0 -6 0 0 0] v,

avand ca solutii pentru reactiuni:
3

L :%(—(ﬂxz):_EPLf

N =Ep,)=2 P

" :%(6@2):%13!

v, =%(—6¢x2 —6p,, +12%]:4P;
L=Epa)=-2PL

Ny =2 2g,) =2 L

(10.155)

(10.156)
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